Egzamin licencjacki/inzynierski — 26 czerwca 2020

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka:

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskret-
na, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Matematyka II) nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku indywidualne studia
informatyczno-matematyczne:

Z szesciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskretna,
Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i ztozonosé obliczeniowa)
nalezy wybraé i przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla wszystkich zdajacych:

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest Srednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zestawow. Na
rozwigzanie przeznacza sie czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie
egzaminu nie ma mozliwosci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.




Matematyka I — Logika dla informatykéw

Rozwazmy alfabet A = {ag,a1,...,a41} o dokladnie 42 elementach. Dla stowa w € A* jego
dlugoséé oznacamy przez |w|. Powiemy, ze funkcja f : A* — A* zachowuje dlugos¢ stéw, jesli
dla wszystkich w € A* zachodzi warunek |f(w)| = |w|. Oznaczmy zbiér wszyskich takich
funkeji (czyli funkeji z A* w A* zachowujacych dlugosé stéw) przez F.

Konstruujac injekcje z {0, 1} w F udowodnij, ze F ma moc co najmniej continuum.

Programowanie

Za te czesé egzaminu mozna otrzymacé 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy
zdoby¢ 7 punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Zadanie 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b,c} dana jest za
pomocy nastepujacego zbioru produkcji:

X —aaX, X =>bbX, X > XX, X —>¢e, S— X, S—cSe

Gramatyka G2 z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b,c} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

X —aaaX, X - bbbX, X ¢, S—> X, S — ccScc
Dla gramatyki G przez L(G) rozumieé bedziemy jezyk generowany przez G.

a) Czy ccaabbee nalezy do L(G1)? OdpowiedZ uzasadnij. (1)
b) Czy gramatyka G9 jest jednoznaczna? Odpowiedz kréotko uzasadnij. (2)

¢) Czy mozna skresli¢ jaka$ produkcje w G nie zmieniajac generowanego przez te gramatyke
jezyka? Jezeli tak, to ktéra? (1)

d) Napisz gramatyke Gs, taka ze L(G1) N L(G2) = L(G3) (2)

e) Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktéra bierze jako wejscie napis i zwraca wartosé
logiczna, réwna True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru L(G1) N L(G3))

Mozesz uzywac jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C++, Java, C#, Python, Ruby,
Go, Rust. (4)

Zadanie 2. (3p) Napisz w Prologu predykat no_repetition(L), ktory (dla stalej listy L)
konczy sie sukcesem wtedy i tylko wtedy, gdy zaden element na liscie L sie nie powtarza.
Predykat powinien by¢ napisany bez uzycia rekurencji, mozna jednak uzywaé predykatéw
append, member oraz negacji.

Zadanie 3. (7p) W wybranym jezyku funkcyjnym (Haskell, Ocaml, Racket) zaproponuj
sposéb reprezentacji i cze$ciowo zaimplementuj wyrazenia zbiorowe, dla zbioréw liczb catko-
witych. Powiniene$ obstugiwaé operacje sumy, czeéci wspélnej oraz odejmowania zbioréw. W
szczegbdlnosci:



a) Opisz swoja reprezentacje (przedstawiajac definicje typ6w, jezeli jezyk ich wymaga) i po-
kaz, jak wyglada w niej wyrazenie:

({1,2,3} —{0,1,2}) U ({4,5,6} n {6,7,8})

(3p)

b) Wybierz jakas operacje mnogosciowa (suma, czesé¢ wspélna, réznica) i przedstaw jej im-
plementacje. (2p)

c¢) Napisz funkcje, ktéra oblicza warto$é wyrazenia mnogosciowego. Mozesz korzystaé z funk-
c¢ji implementujacych wszystkie wspomniane wyzej operacje (niezaleznie od tego, ktora
zaimplementowales) (2p)

Matematyka dyskretna

Grafem krélowej nazywamy graf, ktérego wierzchotkami sa pola szachownicy r X r i dwa pola
polaczone sa krawedzia, gdy moze miedzy nimi w jednym ruchu przej$é krélowa (znana tez
jako hetman). Podaj wzér na liczbe krawedzi grafu krélowej w zaleznosci od r.

Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej cze$ci mozna otrzymaé¢ w sumie do 9 punktow. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobra, 6 — dobrg z plusem, 7 albo wiecej punktow
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: liczby w poblizu mediany (5 punktow)

Dany jest zbiér n liczb rzeczywistych, oraz liczba naturalna k taka, ze 1 < k < n. Nalezy
wyznaczy¢ k kiczb w tym zbiorze, ktére co do wartosci bezwzglednej sa najblizsze medianie.

Opracuj efektywny algorytm, ktory rozwiaze to zadanie. Opisz idee¢ algorytmu, uzasad-
nij jego poprawno$¢, zapisz go w pseudokodzie i oszacuj jego zlozonosé obliczeniowa. Czas
dziatania tego algorytmu powinien by¢ lepszy niz czas sortowania n wartosci.

Podaj proste przyktady danych, dla ktorych:

e poprawny wynik nie jest jednoznaczny;

e mediana jest minimalnym elementem w rozwiazaniu.

Zadanie 2: kaktusy na schodach (4 punkty)

Pewien rycerz musi si¢ przedostaé na szczyt wiezy, aby uratowaé ksiezniczke. Na szczyt
prowadzg waskie schody, na ktérych rosna kaktusy — kaktusy rosna tylko na schodach, na
gornej platformie nie ma kaktuséw, rycerz stoi przed pierwszym schodem. Liczba stopni wyno-
sim > 1 a na kazdym stopniu roénie a; kaktuséw, przy czym a; > 0 dlat=1...n. Rycerz ma
dtugie nogi i moze w jednym kroku pokonaé nawet k > 1 stopni. Stajac na stopniu rozgniata
wszystkie kaktusy, ktore tam rosna. Jednak jego buty wytrzymaja spotkanie z co najwyzej p
kaktusami. Czy uda mu si¢ uratowac ksiezniczke?

Opracuj algorytm, ktéry dla zadanych parametréw n, k, p oraz ciggu a; rozstrzygnie, czy
los ksiezniczki jest przesadzony czy tez jest szansa na jej uratowanie. Opisz idee algorytmu,
uzasadnij jego poprawnos¢, zapisz go w pseudokodzie i oszacuj jego ztozonosé obliczeniowa.



Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadania mozna otrzymac tacznie 12 punktéw. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 9 pkt., a dla bdb -
11 pkt.

1. |3 punkty | Dla jakich wartoéci = obliczanie wartoéci wyrazenia (va% + 2020 + 23)~!

moze wigzac sie z utrata cyfr znaczacych wyniku? Zaproponuj sposéb obliczenia wyniku
dokltadniejszego.

2. |4 punkty | Podaj posta¢ Newtona wielomianu interpolacyjnego dla nastepujacych da-

a || -2 -1]0] 1 b) ap || 1] 2 |-1]-2]0
ye |15 =11 5 | 3 |9
Uwaga. W wypadku podpunktu b) tylko sprytne rozwiazania wchodza w gre.

3. Zalézmy, ze macierz A € R™ ™ jest nieosobliwa i ma rozktad LU. Niech
dane beda wektory by, bs, ..., b, € R™. Zaproponuj oszczedny algorytm wyznaczania
wektoréw 1, x9,...,z, € R™, dla kérych Az, = by (K = 1,2,...,m) i okredl jego
zlozono$é. Jak opracowana metode zastosowaé do znalezienia takiej macierzy X € R™*™
dla ktérej AX = B, gdzie macierz B € R™*" jest dana?

Uwaga. W rozwigzaniu nie wolno wprost wyznaczaé¢ macierzy A~!, bo — jak wiadomo
— nie jest to bezpieczne z numerycznego punktu widzenia.

Matematyka II — Algebra

A jest macierza rozmiaru m x n o elementach rzeczywistych, b € R™. Symbol [A b] oznacza
macierz rozszerzona (rozmiaru m X (n + 1), ostatnia kolumna tej macierzy jest wektor b,
wezesniejsze kolumny sa takie jak w macierzy A). Udowodnié, ze:

Uktad réwnan Az = b ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy gdy rank(A) = rank([A b])

Zadanie 2. (7 punktow)

Niech G bedzie grupa, natomiast a ustalonym elementem tej grupy. Okreslmy przeksztalcenie
¢, nastepujaco ¢.(g9) = aga~!'. Udowodnié, ze ¢, jest izomorfizmem grupy G w grupe G
(izomorfizmem grupy G w siebie).

Progi punktowe: 4, 6, 8, 10, 12 punktow.



Jezyki formalne i ztozonos$é obliczeniowa

Zadanie 1 [2 punkty] Rozpatrzmy nastepujaca definicje: Problem nalezy do klasy NP, jesli

istnieje taki program komputerowy, ktéry dla danej instancji problemu zwraca formute logiki
zdaniowej, ktéra jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ta instancja jest pozytywna. Czy ta
definicja jest réwnowazna klasycznej? OdpowiedZ uzasadnij.
Zadanie 2 [3 punkty] W ramach wdrazania programu Uczelnia Badawcza pewien rektor
mial za zadanie powota¢ najpierw Komitet Sterujacy, a nastepnie n zespotéw zgodnie z zasada,
ze w kazdym zespole ma by¢ co najmniej jeden czlonek Komitetu Sterujacego i co najmniej
jedna osoba, ktéra nie jest w Komitecie Sterujacym. Niestety, roztargniony rektor zapomniat
o tych zasadach i o Komitecie Sterujacym. Czy da si¢ to teraz naprawic¢?

Jaka ztozono$¢ ma nastepujacy problem: Dane: liczba n oraz sktady osobowe n zespotéw
(reprezentowane jako pary [nazwa zespotu, unikalny identyfikator osoby]) Pytanie: czy mozna
wybra¢ Komitet Sterujacy tak, zeby w kazdym zespole zasiadal co najmniej jeden cztonek
komitetu oraz jedna osoba nie bedaca w tym komitecie?



