Egzamin licencjacki/inzynierski — 01 lipca 2019

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka:

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskret-
na, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Matematyka II) nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku indywidualne studia
informatyczno-matematyczne:

Z szesciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskretna,
Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i ztozonosé obliczeniowa)
nalezy wybraé i przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla wszystkich zdajacych:

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest Srednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zestawow. Na
rozwigzanie przeznacza sie czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie
egzaminu nie ma mozliwosci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.




Matematyka I — Logika dla informatykéw

Rozwazmy niewielki fragment funkcyjnego jezyka programowania (dokladniej, jest to rachu-
nek lambda z typami prostymi, semantyka duzych krokéw i gorliwa strategia ewaluacji).

Syntaktyka. Jezyk (zbiér termoéw, czyli programéw w naszym jezyku) jest zadany grama-

tyka
tu=clxz|fne =1ttty

gdzie ¢ przebiega stalte catkowite, x przebiega zmienne, fn x = t oznacza funkcje przyjmujaca
parametr x i zwracajgca wartos¢ wyliczong przez t, natomiast t1ty jest aplikacja funkcji t;
do argumentu 2. Przyjmujemy tez standardowe konwencje dotyczace zmiennych wolnych i
zwiazanych (definicja funkcji fn x = ¢ wiaze zmienna x).

Semantyka. Wartosciami (czyli kohcowymi wynikami obliczen) sa stale catkowite i funkcje.
vi=c|fnx=t

Mamy nastepujace dwie reguty obliczania:

thlfne=1t] talve tilz—va] v
viwv tite | v

gdzie t[x — v] oznacza wynik podstawienia warto$ci v za zmienna x w termie t. Pierwsza
reguta méwi, ze wartodci nie trzeba obliczaé¢ (ona sama jest juz wynikiem obliczen). Druga
reguta méwi, ze aby obliczy¢ warto$é aplikacji t1 do argumentu to, najpierw trzeba obliczy¢
t1 do wartodci, ktéra musi byé funkcjg, nastepnie obliczyé wartosé argumentu, podstawié
wyliczong wartos¢ argumentu za parametr i na koniec obliczy¢ warto$é termu otrzymanego
po podstawieniu. Na przyklad (fnz=fny=2)7)(fnz=2) | 7Tbo ((fhz=fny=2)7) |
fnry=7fnz=z{|fnz=zoraz (fny="7)(fnz=2) | 7.

System typéw. Typy zadane sa gramatyka

Tu=int| T o7
Mamy nastepujace reguly typowania:
I'e:mbt:m 'tty:mm—1m TThEty:m
I'tec:int T,z:7kxz:7 TkEfhax=t:m—>n I'Ftits i m

Pierwsza regula moéwi, ze przy dowolnych zalozeniach kazda stata calkowita jest typu int.
Druga, ze przy zalozeniu x : 7 zmienna x jest typu 7. Trzecia, ze jesli przy dodatkowym
zalozeniu x : 71 mozna udowodnié¢ t : T, to funkcja fn x = t jest typu 71 — 7». Czwarta, ze
jesli t1 jest funkcja typu 71 — 72 a to argumentem typu 71 to aplikacja t1to ma typ 7o.

Zadanie. Udowodnij indukcyjnie, ze dla dowolnego termu ¢ bez zmiennych wolnych, dowol-
nej wartodci v i typu 7, jeSli [[F¢:7it | v, to || v : 7. (Tutaj [] oznacza pusty kontekst,
czyli brak wszelkich zalozen o typach zmiennych.)

Wskazéwka. Uzyj indukcji wzgledem struktury wyprowadzenia t |} v. W dowodzie moze sie
przydac nastepujacy lemat o podstawianiu, ktérego nie trzeba dowodzié: Jesli', x : mp, Ht: 1
orazT vty tol itz —v]: 7.



Programowanie

Za te czesé egzaminu mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy
zdoby¢ 7 punktow, prog dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Zadanie 1. Gramatyka G; z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b,c} dana jest za
pomocg nastepujacego zbioru produkcji:

{A—a, A—cA, A— Ac, A— cAc, B—b, B— cB, B— Be, B— ¢Be,
51%6, SQ—>E, S1—>ASlB, S2—>BSQA, S—>51S2} (1)

Dla gramatyki G przez L(G) rozumie¢ bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia
regularnego r przez L(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.

a) Czy ababacac nalezy do L(G1)? OdpowiedZ uzasadnij. (1)
b) Czy gramatyka Go jest jednoznaczna? Odpowiedz kréotko uzasadnij. (2)

¢) Zaznacz 4 produkcje gramatyki, ktérych usuniecie nie zmienia jezyka generowanego przez
te gramatyke. (1)

d) Opisz jednym zdaniem, jakie stowa naleza do zbioru: (2)

A=LG)NL((a+ ) (b+)))

e) Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktéra bierze jako wejscie napis i zwraca wartosé
logiczna, rowna True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru L(G1). Mozesz
uzywaé jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C++, Java, C#, Python, Ruby, Go,
AWK, Rust. (4)

Zadanie 2. (6p) Mamy zadany skracajgcy system przepisywania napisow P, zawierajacy
pary: (napisl, napis2), przy czym napis2 jest krétszy niz napisl. Piszemy x = y, je-
zeli ¢ = xywoxs3, y = y1y2ys oraz (x2,y2) € P. Piszemy x1 =* x,, jezeli x = z1,21 =
T2y ..y Tp—1 = Tp.

a) Czym w Prologu jest napis: "Ala ma kota" (nie musisz podawaé¢ dokladnej wartosci, ale
generalng zasade interpretacji napiséw).

b) Napisz predykat: wyprowadza(N1, P, N2), ktéry dla napisu N1 i listy par P bedacych
skracajacym systemem przepisywania, sprawdza, czy N1 =" No

c) Wskaz miejsce w Twojej definicje, w ktérym, jezeli wpiszemy odciecie (!) to program
zacznie dziata¢ duzo szybciej i w wielu sytuacjach niepoprawnie. Wyjasénij, dlaczego.

Uwaga: jezeli nie znasz Prologa, mozesz za 4p napisa¢ funkcje wyprowadza (N1, P, N2) --> bool
w jezyku funkcyjnym (Rocket lub Haskell)

Zadanie 3. (4p) Napisz w jezyku Haskell lub Rocket funkcje, ktéra dla listy liczb naturalnych
o dlugosci 2 lub wiekszej zwraca maksymalng warto$¢ sumy dwdch kolejnych liczb. Mozesz
definiowaé¢ pomocnicze funkcje (podajac krétkie wyjasnienie tego, co robia).



Matematyka dyskretna

Dysponujemy trzema rodzajami kafelkéw: 1 x 1 w kolorze czerwonym oraz 1 x 2 w kolorach
zielonym i niebieskim. Ile jest r6znych sposobéw wylozenia nimi prostokata 2 x n? Odpowiedz
uzasadnij.

Algorytmy i struktury danych

Za rozwiazanie obydwu zadan z tej czesci mozna otrzymaé w sumie do 9 punktéw. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostatecznag z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wigcej punktow
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: triangulacja wielokata wypuklego (4 punkty)

Triangulacja wielokata wypuklego o n wierzchotkach nazywamy zbiér n — 3 przekatnych
takich, ze zadne dwie sie nie przecinaja (pomijajac wspélne konice). Zauwazmy, ze triangulacja
definiuje podzial wnetrza wielokata na n — 2 roztaczne trojkaty. Koszt triangulacji wielokata
zdefiniujmy jako sume dlugosci przekatnych wyznaczajacych podzial na trojkaty.

Podaj efektywny algorytm wyznaczania triangulacji o minimalnym koszcie dla zadanego
wielokata wypuktego. Opisz ideg algorytmu, uzasadnij jego poprawnosé, zapisz go w pseudo-
kodzie i oszacuj jego ztozonosé obliczeniowa (czasowa i pamieciowa).

Zadanie 2: zbiory rozlaczne i spéjne sktadowe w grafie (5 punktéow)
Opisz budowe drzewiastej struktury danych dla zbiorow rozlgcznych:

e Jakie podstawowe operacje sa wykonywane na zbiorach rozigcznych? Jaki jest stan
poczatkowy zbiorow roztacznych?

e Jak zbiory roztaczne sg reprezentowane w strukturze drzewiastej? Co jest reprezentan-
tem zbioru?

e Na czym polega kompresja Sciezki i kiedy sie ja wykonuje? Na czy polega taczenie wedlug
rangi? Jakie znaczenie maja rangi w weztach?

e Napisz w pseudokodzie implementacje operacji union i find z uwzglednieniem rang i
kompresja Sciezek.

e Jaki jest koszt czasowy wykonania ciagu m operacji union i find na n—elementowym
uniwersum?

Nastepnie opisz algorytm wyznaczania spojnych sktadowych w grafie prostym. Wykorzy-
staj w tym algorytmie drzewiastg strukture danych dla zbioréw rozitacznych. Przeanalizuj
czas dzialania opisanego algorytmu.



Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadania mozna otrzymac tacznie 12 punktéw. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 9 pkt., a dla bdb -
11 pkt.

1. |4 punkty | Opisz metode bisekcji.

2. | 3 punkty | Podaj definicje naturalnej interpolacyjnej funkcji sklejanej trzeciego stopnia
(NIFS3). Znajdz NIFS3 dla danych

a || -1]0]1
yel 0 [1]2°

3. | 5 punktéw | Wykorzystaj schemat Hornera do zaproponowania algorytmu obliczania
punktu P, (¢) (0 <t < 1) lezacego na krzywej Béziera stopnia n,

n n -
R =Y WBH)  (eR) B0 ([ )iFa-or
k=0
i dziatajacego w czasie O(n).

Matematyka II — Algebra

1. Rozwazamy przestrzen wielomiandéw stopnia < 4 nad Zz. Niech T'(w) = w’ — 2w” (po-
chodne).

(a) (2p) Wyznaczy¢ macierz przeksztalcenia T (w dowolnej bazie).
(b) (2p) Podaé baze jadra.
(c) (2p) Znalezé baze obrazu.

2. (4p) Niech A € R™". Wiadomo, ze A? = A. Co mozna powiedzie¢ o wartosciach
wlasnych macierzy A? (odpowiedZ uzasadnic).

3. (4p) Niech T bedzie odwracalnym przeksztalceniem liniowym z przestrzeni V' w prze-
strzen W, T:V — W. Udowodnié, ze T! tez jest przeksztalceniem liniowym.

Progi punktowe: 5; 6.5; 8; 10; 12.

Jezyki formalne i ztozonosé obliczeniowa

Zadanie. pSAT to wersja problemu SAT, w ktorej dodatkowo zakladamy, ze kazda klauzula
zawiera wylacznie zmienne zanegowane lub wylacznie zmienne niezanegowane. Udowodnij, ze
pSAT jest NP-zupelny.



