Egzamin licencjacki/inzynierski — 07 lutego 2020

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dys-
kretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Matematyka II) nalezy wybraé
i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu.
Egzamin uwaza si¢ za zaliczony, jesli student rozwiaze z ocena dostateczna co najmniej 2
zestawy. Wtedy ocena z egzaminu jest $rednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zesta-
wéw. Na rozwigzanie przeznacza si¢ czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej
w czasie egzaminu nie ma mozliwoéci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.



Matematyka I — Logika dla informatykéw

Rozwazmy niewielki fragment funkcyjnego jezyka programowania (dokladniej, jest to rachu-
nek lambda z typami prostymi).

Syntaktyka. Jezyk (zbior terméw, czyli programéw w naszym jezyku) jest zadany grama-

tyka
tu=cla|fnz=t]tits

gdzie c przebiega stale catkowite,  przebiega zmienne, fn x = t oznacza funkcje¢ przyjmujaca
parametr x i zwracajaca wartos¢ wyliczona przez t, natomiast tito jest aplikacja funkcji g
do argumentu to. Przyjmujemy tez standardowe konwencje dotyczace zmiennych wolnych i
zwiazanych (definicja funkeji fn x = ¢ wiaze zmienna x).

System typéw. Typy zadane sa gramatyka
Tu=int|T— 7T

Bedziemy uzywaé notacji I' - ¢ : 7 oznaczajacej ,w $rodowisku I' term ¢ ma typ 7”. Sro-
dowiska I' przypisuja tutaj zmiennym typy, tzn. sg zbiorami par postaci x : 7, gdzie x jest
zmienna a 7 typem. Zakladamy przy tym, ze zmienna moze mieé¢ przypisany co najwyzej
jeden typ, w szczegblnosci piszac I'U {x : 7} milczaco zakladamy, Ze zmienna x nie wystepuje
w Srodowisku I'. Mamy nastepujace reguty typowania:

Fu{z:m}tkt:n TFt1:mm—=m ThHta:m
Fke:int TU{z:7}tax:7 Tkfnz=t:171—m 't tite 1 ™

Pierwsza reguta méwi, ze przy dowolnych zatozeniach kazda stata caltkowita jest typu int.
Druga, ze przy zalozeniu x : 7 zmienna z jest typu 7. Trzecia, ze jesli przy dodatkowym
zalozeniu x : 71 mozna udowodni¢ t : 7o, to funkcja fn x = t jest typu 71 — 7». Czwarta, ze
jesli t1 jest funkcja typu 71 — 7 a to argumentem typu 71 to aplikacja t1to ma typ 7o.

Zadanie. Udowodnij indukcyjnie nastepujacy lemat o podstawianiu: dla dowolnego kontek-
stu I, terméw ¢,t’ i typow 7, 7¢, jesli
e zmienna x ma wolne wystapienia w termie ¢,

e N'U{z:7m}Ft:7, oraz
e 't 7,

to I' btz — t'] : 7. Tutaj t[z — t'| oznacza wynik podstawienia termu ¢’ za zmienna x
w termie .



Programowanie

Za te cze$é mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy zdobyé 7
punktéw, prég dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Zadanie 1. Gramatyka G z symbolem startowym S nad alfabetem {0, 1,4+, *,[,]} dana jest
za pomoca nastepujacego zbioru produkcji:

{(S—>85+8,8—5%85 8S—[S],S—0, 51}

Dla gramatyki G przez L(G) rozumie¢ bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia
regularnego r przez L£(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.

a) Czy [1+ 1] % [0+ 1] nalezy do L(G1)? OdpowiedZ uzasadnij. (1)

b) Dlaczego G nie jest jednoznaczna? Dlaczego dla tej konkretnie gramatyki brak jedno-
znacznosci jest problemem (2)

c) Przedstaw wyrazenie regularne lub gramatyke bezkontekstowa generujaca zbiér
Ay = L(((lewy)"0" (prawy)" (plus)*)*) N L(G1)

. Stowa (lewy), (prawy), (plus) oznaczaja odpowiednie elementy alfabetu (nawiasy i ope-
rator). OdpowiedZ uzasadnij. (3)

d) Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktora bierze jako wejscie napis i zwraca wartosé
logiczna, réwna True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru A;. Mozesz
uzywaé jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C++, Java, C#, Python, Ruby, Go,
AWK, Rust. Mozesz definiowaé¢ funkcje pomocnicze, pamietaj by odpowiednio je nazwaé
i krotko wyjasnié ich dziatanie. (4)

Uwaga: na potrzeby reszty egzaminu fraza jezyk funkcyjny oznacza jezyki Haskell lub Racket
(do wyboru)

Zadanie 2. (6p) W jezyku funkcyjnym

a) Napisz funkcje maksymalmy_zysk(L), ktéra na wejsciu bierze ciag liczb zmiennopozy-
cyjnych, stanowigcych ciag cen danej akcji w kolejnych dniach dzialania gietdy, i zwraca
maksymalny zysk, jaki odnotujemy, gdy akcje te jednokrotnie kupimy i jednokrotnie sprze-
dajemy (zakladamy, ze na poczatku akcji nie mamy, zatem musimy zacza¢ od kupna).

b) Napisz funkcje sortuj_bity(L), ktora bierze na wejsciu ciag licz calkowitych i zwraca
ciag posortowany. Mamy gwarancje, ze na liscie znajduja sie jedynie liczby 0 i 1, funkcja
powinna dzialaé¢ w czasie liniowym.

Zadanie 3. (4p) Napisz program obliczajacy warto$¢ wyrazenia, ztozonego z nawiaséw, sta-
tych 0, 1, oraz operatoréw + i *. Operator + interpretujemy jako logiczne or, operator * inter-
pretujemy jako logiczne and, natomiast state 1 i 0 to odpowiednio True oraz False. Mozesz
uzywaé Prologa (wéwczas Twoim celem jest napisanie predykatu evaluate (+Expression,
-Value)), albo jezyka funkcyjnego (wéwczas piszesz funkcje, ktérej argumentem jest wyraze-
nie).



Matematyka dyskretna

Pokaz, ze dowolny graf z wiecej niz (ngl) + 1 krawedziami ma cykl Hamiltona.

Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej czeSci mozna otrzymaé w sumie do 9 punktéow. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostatecznag z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wiecej punktow
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: element dominujacy (4 punkty)

Tablica A[0...n — 1] posiada element dominujacy, jesli ponad polowa elementéw w tej
tabicy ma taka samg wartos¢. Jak stwierdzi¢, czy w zadanej tablicy znajduje sie element
dominujacy? A jesli w tablicy jest element dominujacy, to jaka jest jego wartos¢?

Zaprojektuj efektywny algorytm rozwiazujacy ten problem. Opisz idee¢ algorytmu, uza-
sadnij jego poprawno$¢, zapisz go w pseudokodzie i oszacuj jego ztozonosé obliczeniows.

Elementy w tablicy nie muszg naleze¢ do zbioru uporzadkowanego, musza jednak byé
rozréznailne — mozesz wigc zadawé pytania o réwnosé elementéw: czy Afi] = A[j]?

Zadanie 1: usuwanie elementéw ze slownika statycznego (5 punktéw)

Stownik statyczny to struktura danych, ktéra najpierw wypelniamy okreslonymi warto-
Sciami a potem tylko odpytujemy czy dana warto$¢ znajduje sie w takiej strukturze. Do
implementacji stownika statycznego czesto wykorzystujemy tablice z haszowaniem.

W kontekscie tablic z haszowaniem odpowiedz na nastepujace pytania:

e Co to jest funkcja haszujaca i jaka spelnia role.
e Na czym polega metoda adresowania otwartego w tablicach z haszowaniem?

e Jakie znasz sposoby rozwiazywania konfliktéw w takiej tablicy (konflikty moga sie po-
jawi¢ podczas wstawiania do niej nowych elementéw)?

e Opisz, jak mozna zaimplementowa¢ usuwanie niepotrzebnych elementéw z tablicy z ha-
szowaniem, przy zastosowaniu adresowania otwartego. Jak nalezy zmodyfikowaé¢ proce-
dure wyszukujaca, aby po usunieciu elementu nadal dziatala poprawnie? Przeanalizuj
czas dzialania opisanej metody.



Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadania mozna otrzymac tacznie 12 punktéw. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 9 pkt., a dla bdb -
11 pkt.

1. |4 punkty | Opisz wybrana metode rozwiazywania réwnania nieliniowego f(z) = 0.

2. |4 punkty | Sformutuj zadanie interpolacji wielomianowej Lagrange’a. Jak efektywnie,
pod wzgledem numerycznym i zlozonosci obliczeniowej, rozwiazaé to zadanie?

3. |4 punktéw | Opisz wybrang metode przyblizonego obliczania caltki fol f(x)dz, gdzie f
jest dana funkcja ciagla.

Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (344 punkty)
Rozlozy¢ wielomian w(z) = 2° + 2% + z + 1 na czynniki nierozkladalne nad
a) Lo [$]7

Zadanie 2. (344 punkty)
Dla macierzy

-1 -1 2
A= 2 21
6 2 6

a) wyznaczy¢ wartosci wlasne,
b) obliczy¢ krotnosci algebraiczne i geometrycznych tych wartosci.

Progi punktowe: 4, 6, 8, 10, 12 punktéw.



