Egzamin licencjacki/inzynierski — 21 czerwca 2018

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka:

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskret-
na, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Matematyka II) nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku indywidualne studia
informatyczno-matematyczne:

Z szesciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskretna,
Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i ztozonosé obliczeniowa)
nalezy wybraé i przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla wszystkich zdajacych:

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest Srednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zestawow. Na
rozwigzanie przeznacza sie czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie
egzaminu nie ma mozliwosci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.




Matematyka I — Logika dla informatykéw

Zbiér L(X) wszystkich skoniczonych list nad danym zbiorem X jest zdefiniowany indukcyjnie
w nastepujacy sposob:

e nil jest skonczong listg nad zbiorem X;

e jesli x jest elementem zbioru X oraz xs jest skoficzong listg nad zbiorem X to x : xs
jest skonczona lista nad zbiorem X.

Dla wszystkich zbior6w X operacja konkatenacji list H : L(X) x L(X) — L(X) jest zde-
finiowana w nastepujacy sposob. Dla wszystkich elementéw x € X oraz wszystkich list
xs,ys € L(X) przyjmujemy

nil Hys = ys,
(x:xs)Hys = x:(xs+Hys).

Dla wszystkich zbioréw X i Y definiujemy funkcje map : YX x L(X) — L(Y) w nastepujacy
sposéb. Dla dowolnej funkcji f : X — Y, dowolnego elementu x € X oraz dowolnej listy
xs € L(X) przyjmujemy

map(f,nil) = nil,
map(f,x :xs) = f(x): map(f,xs).

1. Sformutuj zasade indukcji w takiej postaci, zeby mozna bylo jej uzyé w dowodzie w
punkcie 2.

2. Korzystajac z zasady indukcji sformutowanej w punkcie 1 udowodnij indukcyjnie, ze dla
dowolnych zbioréw X, Y, dowolnej funkeji f : X — Y oraz dowolnych list zs,ys € L(X)
zachodzi réwnoéé

map(f,zs +Hys) = map(f,xs) + map(f,ys).

Uwaga: To jest zadanie z logiki. Przy ocenianiu zwrécimy szczegdlng uwage na popraw-
nos¢ i klarownos¢ rozumowania, w szczegolnosci na poprawnosé uzytej zasady indukcji, od-
powiednie sformutowanie i uzycie wszystkich zalozen, odpowiednie uzycie kwantyfikatoréw
i nawiasow itp.



Programowanie

Za te czesé egzaminu mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy
zdoby¢ 7 punktow, prog dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Zadanie 1. Gramatyka G; z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b,c} dana jest za
pomocg nastepujacego zbioru produkcji:

X —>ab, Y —ac, S—XSY, S—>YSX, §— 55 §—¢

Gramatyka Go z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b,c} dana jest za pomoca
nastepujacego zbioru produkcji:

S —eSe, S — ab, S — aaS, S — bbS, S — ¢

Dla gramatyki G przez L(G) rozumie¢ bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia
regularnego r przez L(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.

a) Czy ababacac nalezy do L(G1)? OdpowiedZ uzasadnij. (1)

=3

Czy gramatyka G jest jednoznaczna? Odpowiedz krétko uzasadnij. (2)

)
)

c¢) Opisz zbiér L(G1) N L(G3), odpowiedZ uzasadnij. (3)
)

Q.

Opisz jednym zdaniem, jakie stowa naleza do zbioru:
A=L(G1)NL((a+b)*(a+)"))

Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktora bierze jako wejscie napis i zwraca wartosé
logiczna, rowng True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru A. Mozesz uzywacé
jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C++, Java, C#, Python, Ruby, Go, AWK, Rust.
(4)

Zadanie 2. (6p) Liste nazwiemy powtarzalng, jezeli sktada sie z k-krotnego powtérzenia listy
o niezerowej dlugosci, dla k > 1. Powtarzalna jest na przykiad lista [1,2,3,1,2,3], a nie
jest [1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3]. Uzupelnij ponizszy fragment kodu zgodnie z instrukcjami,
tak, aby predykat repeated/1 konczyl sie sukcesem wtedy i tylko wtedy, gdy jego argument
jest powtarzalny.

repeated(L) :-
p1(X,Y, L),
X = t2,
L = [_]t3],
p3(X, L).

gdzie pl jest nazwa predykatu standardowego, t2 oraz t3 to termy, a p4 to predykat,
ktory powinienes samodzielnie zdefiniowaé (wymyslajac dla niego bardziej znaczaca nazwe).

Zadanie 3. (4p) Napisz w Haskellu funkcje, ktéra sortuje liste liczb. Funkcja powinna mieé
kwadratowgq zlozonos¢. Mozesz definiowaé funkcje pomocnicze, okreslajac w krotkim komen-
tarzu co one robig i podajac ich typ.



Matematyka dyskretna

Szedciu mezezyzn i sze$¢ kobiet ma byé posadzonych przy okraglym stole, na zmiane mez-
czyzni i kobiety. Kto gdzie siedzi nie ma znaczenia, tylko kto jest obok kogo. Ile sposobow
usadzenia jest mozliwych?

Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej cze$ci mozna otrzymac¢ w sumie do 9 punktow. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczng, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobra, 6 — dobrg z plusem, 7 albo wiecej punktow
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: selekcja w macierzy kwadratowej uporzadkowanej po wierszach i po
kolumnach (4 punkty)

Dana jest kwadratowa macierz 1" o rozmiarach n x n, w ktorej zapisane sa liczby rzeczy-
wiste. Liczby w tej macierzy sa posortowane po wierszach i po kolumnach, czyli:

E7j_1gﬂ7j dla z:On—l,jzln—l

E—l,j<ﬂ,j dla z:1n—1,j:0n—1

Skonstruuj i opisz efektywny algorytm, ktéry dla zadanej wartosci x okresli, ile jest ele-
mentéw mniejszych od x w tablicy T'.

e Opisz idee algorytm, ktéry rozwiazuje ten problem i krétko uzasadnij jego poprawnosc.

e Zapisz ten algorytm w pseudokodzie.

e Przeanalizuj zlozonosé obliczeniowa (czasowa i pamieciowa) opisanej metody w zalez-
nosci od parametru n.

Zadanie 2: zastosowanie zbioréw rozlacznych do wyznaczania minimalnego drzewa
rozpinajacego w grafie wazonym (5 punktéw)
Opisz budowe drzewiaste]j struktury danych dla zbioréw roztgcznych:

e Jakie zadania realizuja operacje union i find w tej strukturze? Na czym polega taczenie
wedlug rozmiaru/rangi? Na czym polega kompresja $ciezki podczas wyszukiwania?

e Napisz w pseudokodzie implementacje operacji union z uwzgledneniem rozmiaru/rangi
oraz find (moze by¢ wersja rekurencyjna) z kompresja $ciezki.

e Jaka jest pesymistyczna zlozonos¢ czasowa kazdej z tych operacji? Jaka jest zlozonosé
czasowa wykonania ciagu m operacji union i find na zbiorach roztacznych z laczeniem
wedlug rozmiaréw/rang i kompresja Sciezek, ktére zawieraja n réznych elementow?

Nastepnie napisz jak zastosowaé opisang strukture dla zbioréw roztacznych do wyznacze-
nia minimalnego drzewa rozpinajacego (MST, ang. minimum spanning tree) w grafie wazo-
nym.

e Opisz krotko algorytm wyznaczania MST z zastosowaniem zbioréw roztacznych.

o Czy zastosowanie tej struktury ma istotny wplyw na zlozonos¢ algorytmu?



Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadan mozna otrzymacé tacznie 12 punktow. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 9 pkt., a dla bdb -
11 pkt.

1. A%Ipunkty Wyjasnij .zjawisk.o utraty cyfr znaczaccych vxiyniku. Pokaz na dwoch istotnie
réznych przyktadach, jak mozna tego problemu uniknagé.

2. |4 punkty | Niech dane beda: liczba naturalna n i parami rézne liczby rzeczywiste

ag,ai,...,0a,—1. Zaproponuj algorytm znajdowania takich liczb cg, c1, ..., ¢, ze dla kaz-
dego x € R zachodzi

2" =co+ci(x—ap)+ca(x—ap)(zr—ar)+...+en(z—ag)(xr—ay) ...  (x—an_1).

Podaj jego ztozono$é obliczeniowa i pamieciowa.

3. |4 punkty | Niech dana bedzie macierz A € R™*™. Przypomnijmy, ze rzedem macie-

rzy nazywamy maksymalna liczbe jej liniowo niezaleznych kolumn. Opracuj algorytm
numerycznego wyznaczania rzedu macierzy A. Podaj jego ztozonos$é obliczeniowa i pa-
mieciowy.

Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (8 punktow)
Niech G bedzie grupa a H podgrupa grupy G. Warstwe gH okreslamy jako zbior

gH ={x € G|3he€ Hzx=gh}.

Wykazaé, ze
a) warstwy g1 H i goH sa réwnoliczne,
b) warstwy g1 H i goH sa albo tozsame albo rozlaczne.

Zadanie 2. (5 punktow)
Wektory vy, ...,v, sa liniowo niezalezne. Sprawdzi¢, czy wektory zp = Zle v; sg liniowo
niezalezne.

Progi punktowe: 3, 5, 7, 9, 11 punktow.



Jezyki formalne i ztozonos$é obliczeniowa

Firma NSA posiada Dowolnie Szybkq Maszyne™ (DSM), ktéra jako wejécie przyjmuje zwykla
maszyne Turinga M oraz liczbe k, oraz potrafi uruchomié¢ maszyne M (na pustym wejsciu) i
obliczaé jej warto$é tak, aby wykonanie kazdej instrukeji trwalo 1/k sekund.

Programy pisane przez pracownikéw NSA moga wiec zawieraé instrukcje postaci w <
oblicz(M, k), ktéra odpala DSM i po jej zakonczeniu (jesli sie skoniczy) podstawia do w zawar-
tosé tasmy M po zakonczeniu obliczen. Wykonanie instrukeji w < oblicz(M, k) trwa T'(M) /k
sekund, gdzie T'(M) jest liczba krokéw wykonywana przez maszyne M (jesli T'(M) = oo, to
wykonanie tej instrukeji tez trwa nieskonczenie dlugo, to znaczy program sie zapetla).

W NSA klasa probleméw rozwiazywalnych w czasie wielomianowym oznaczana jest jako
PTIMENSA (tzn. jest to klasa takich zbioréw, nalezenie do ktérych mozna rozstrzygaé przy
pomocy programu w czasie wielomianowym).

1. (2 punkt) Czy w NSA mozna rozwiazywaé problemy nierozstrzygalne?

2. (3 punkty) Czy PTIMENSA = PTIME, jedli liczbe k do DSM podaje sie zapisana
unarnie? Wskazowka: Tez nie.

Ocena to liczba zdobytych punktow.



