Egzamin licencjacki/inzynierski — 08 wrzesnia 2017

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka:

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskret-
na, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Matematyka II) nalezy wybraé i
przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku indywidualne studia
informatyczno-matematyczne:

Z szesciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Programowanie, Matematyka dyskretna,
Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i ztozonosé obliczeniowa)
nalezy wybraé i przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawow.

Informacja dla wszystkich zdajacych:

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest Srednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zestawow. Na
rozwigzanie przeznacza sie czas 3x40=120 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w czasie
egzaminu nie ma mozliwosci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.

Matematyka I — Logika dla informatykéw

Udowodnij, ze istnieje dokladnie continuum réznych przechodnich relacji na zbiorze liczb
naturalnych, ktére sa funkcjami.

Wskazoéwka: Ciagéw zero-jedynkowych tez jest continuum.
Uwaga: To jest zadanie z logiki. Przy ocenianiu zwrécimy szczegdlna uwage na poprawnosé
i klarownos¢ rozumowania, w szczegdlnosci na odpowiednie sformutowanie i uzycie wszystkich
zatozen, odpowiednie uzycie kwantyfikatoréw i nawiaséw itp.



Programowanie

Za te czesé egzaminu mozna otrzymaé 20 punktéw. Aby otrzymac ocene dostateczna, nalezy
zdoby¢ 7 punktow, prog dla dst+ to 9p, dla db — 11p, dla db+ 13p, dla bdb — 15p.

Zadanie 1. Gramatyka G; z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b,c} dana jest za
pomocg nastepujacego zbioru produkcji:

S — aaSbbb, S — bbbSaa, S =SS, S —=+cS, S —¢

Gramatyka G2 z symbolem startowym S nad alfabetem {a,b} dana jest za pomoca na-
stepujacego zbioru produkcji:

S—= XY, X »5aXb, Y =Y, X —-¢eY — ¢,

Dla gramatyki G przez L(G) rozumie¢ bedziemy jezyk generowany przez G. Dla wyrazenia
regularnego r przez L(r) rozumiemy jezyk opisany przez wyrazenie r.

a) Czy aaaaaacccbbbbbb nalezy do L(G1)? Odpowiedz uzasadnij. (1)
b) Czy gramatyka G jest jednoznaczna? Odpowiedz krotko uzasadnij. (2)

c) Czy da sie tak dobraé¢ f1, fo, f3 : N — N, zeby bylo spelnione:
L(G1) N L(Gy) = {p1 W al20pfsR) qla k € 0,1,2,...}
Odpowiedz krotko uzasadnij. (3)

d) Napisz w jezyku imperatywnym funkcje, ktora bierze jako wejscie napis i zwraca wartosé
logiczna, réwna True wtedy i tylko wtedy, gdy ten napis nalezy do zbioru L(Gy) .

Mozesz uzywadé jezyka wybranego z nastepujacej listy: C, C++4, Java, C#, Python, Ruby,
Go, AWK, Rust. (4)

Zadanie 2. (7p) Bedziemy rozwazaé nastepujace liste réwnan postaci terml = term2, w
ktorej termy sktadaja sie z binarnego symbolu funkcyjnego £, stalych a oraz b, oraz zmiennych
(prologowych, czyli pisanych wielka litera). Réwnania te interpretujemy jako réwnania na
termach (czyli takie, jakie rozwiazuje prologowy algorytm unifikacji). Napisz predykat
has_solution_with_term(+Term, +EquationList), ktéry sprawdza, czy lista rownan ma
rozwiazanie, w ktérym ktéras zmienna jest zunifikowana z termem Term (mozesz przyjaé, ze
Term jest staty). W kolejnych nawrotach predykat powinien generowaé¢! wszystkie rozwiazania
(niekoniecznie kazde jednokrotnie).

Powiniene$ zdefiniowa¢ odpowiednie predykaty pomocnicze (i dla kazdego przedstawié
krotki komentarz odnosnie jego dzialania). Skoncentruj sie na czytelnosci, w szczegdlnosci
unikaj rekursji ogonowej, jezeli jej wprowadzenie laczy sie z dodaniem dodatkowych argu-
mentéw do predykatu.

Zadanie 3. (3p) Napisz w Haskellu funkcje sort, ktéra bierze liste liczb i zwraca jej po-
sortowana permutacje. Algorytm jest dowolny, ale definicja powinna korzysta¢ z mechanizmu
list sktadanych (list comprehension).

! Generowanie rozwiazania oznacza zakofczenie dziatania predykatu sukcesem i przypisanie odpowiednich
wartosci zmiennym z EquationList.



Matematyka dyskretna

Ile permutacji 26 liter angielskiego alfabetu nie zawiera zadnego z ciagéw liter: fish, rat, bird?
Napisz wzor — nie musisz wylicza¢ konkretnej liczby.

Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej cze$ci mozna otrzymaé¢ w sumie do 9 punktéow. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wigcej punktow
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: skojarzenie doskonale w drzewie (5 punktow)

Zaprojektuj algorytm, ktory dla zadanego drzewa (spdjny graf acykliczny) rozstrzygmie,
czy zawiera ono skojarzenie doskonale. Skojarzenie doskonale (ang. perfect matching) to ta-
ki podzbiér krawedzi, ze kazdy wierzcholek jest koncem dokladnie jednej krawedzi w tym
podzbiorze.

Przedstaw efektywna metode rozwiazujaca to zadanie. Precyzyjnie opisz swéj algorytm.
Uzasadnij jego poprawnosé¢. Oszacuj ztozono$é obliczeniowa opisanego rozwigzania.

Zadanie 2: podzial drzewa BST (4 punkty)

Niech T bedzie drzewem BST, w ktorym kazdy wezel przechowuje jedynie wartoéé licz-
bowg oraz dwa wskazniki na lewego i prawego syna. Zaprojektuj algorytm, ktory dla zadanej
wartosci v rozdzieli drzewo T na dwa roztaczne drzewa BST T i T5 takie, ze drzewo T3 be-
dzie zawieralo wszystkie elementy < v a drzewo T5 wszystkie elementy > v. Zadbaj o to, by
wysokosci drzew T3 i 15 byly nie wieksze niz wysoko$é drzewa T

Opisz ideg rozwigzania. Zapisz swoj algorytm w pseudokodzie wraz z komentarzami. Osza-
cuj ztozonos¢ obliczeniowa opisanej metody.



Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadan mozna otrzymacé tacznie 12 punktow. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 9 pkt., a dla bdb -
11 pkt.

1. |4 punkty | Niech dane beda: liczba dodatnia a oraz liczba naturalna m. Zaproponuj
i krotko uzasadnij skuteczny algorytm znajdowania wartosci %/a z duza doktadnodcia,

przy zalozeniu, ze wolno uzywaé jedynie operacji arytmetycznych.

2. Wartosci funkcji f znane sa w parami réznych punktach xg,z1,...,x,.
Ile i jakich operacji arytmetycznych nalezy wykonaé, aby wyznaczy¢ ilorazy réznico-
we flxo,x1,...,2x) dla k = 0,1,...,n? Jakie jest zastosowanie ilorazéw réznicowych
w interpolacji wielomianowe;j?

3. |4 punkty | Podaj definicje naturalnej funkcji sklejanej trzeciego stopnia interpolujacej
funkcje f w weztach xg < 21 < -+ < &,. Sprawdz czy funkcja

33 + 922 — 220 — 4 dla -1 <x <0,
s(z) = —3234+922 -2z -4 dla0<x <2,
323 — 2722 + 702 — 52 dla2<x<3

jest naturalng funkcja sklejana trzeciego stopnia.

Matematyka II — Algebra

Za zadania mozna otrzymaé 13 punktéw. Aby otrzymaé ocene dostateczna, nalezy zdoby¢ 3
punkty, prég dla dst+ to 5p, dla db — 7p, dla db+ 9p, dla bdb — 11p.

Zadanie 1. (4 punkty)
Niech G bedzie grupa. C'(x) oznacza centralizator elementu x € G, to znaczy

C(z)={g€G|gr=uxg}.

Udowodnié, ze centralizator (dowolnego elementu x) jest podgrupa grupy G.

Zadanie 2. (6 punktéw)

Niech T bedzie przeksztalceniem liniowym z przestrzeni V' w przestrzen W (T : V — W). Za-
16zmy dodatkowo, ze T jest bijekcja. Wykazaé, ze przeksztalcenie odwrotne do T' — nazwijmy
je S — jest tez przeksztalceniem liniowym.

Zadanie 3. (3 punkty)
Sprawdzi¢, czy wektory wy; = [122], wa =[212], w3 =[211] sa niezalezne w przestrzeni
liniowej Z3 (przestrzeni nad ciatem dodawania i mnozenia modulo 3.



Jezyki formalne i ztozonos$é obliczeniowa

Niech L = {43™2"1™0" | n,m € N} (zakladamy, ze 0 jest naturalne), a D bedzie zbiorem
tych liczb, ktorych dziesietna reprezentacja nalezy do L.

Zadanie 1. (2 punkty) Czy L jest jezykiem bezkontekstowym?

Zadanie 2. (3 punkty) Czy istnieje nierozstrzygalny zbiér X taki, ze D N X jest rozstrzy-
galny?

Ocena to liczba zdobytych punktow.



