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Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Matematyka IT, Metody programowania,
Matematyka dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne) nalezy wybraé
i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawéw.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku ISIM

Z szeSciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Metody programowania, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i zlozonosé
obliczeniowa) nalezy wybraé i przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawdw.

Informacja dla wszystkich zdajacych

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest Srednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zestawow. Na
rozwigzanie przeznacza sie czas 3x404+-30=150 minut. Po wyjéciu z sali egzaminacyjnej w
czasie egzaminu nie ma mozliwoéci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.






Matematyka I — Logika dla informatykéow

Kontekst zadania: Na wykladzie z logiki dla informatykéw pokazaliSmy, ze {A,V, -} jest
zupelnym zbiorem spdjnikéw. W tym zadaniu pokazemy, ze negacja nie jest potrzebna do
reprezentacji (niestalych) funkeji monotonicznych. Nalezy rozwiazaé jedna z dwoch wersji za-
dania, przy czym wersja standardowa bedzie oceniana w skali od 2.0 do 5.0 a wersja latwiejsza
w skali od 2.0 do 4.5.

Zadanie (wersja standardowa): Udowodnij, ze dla kazdej niestalej monotonicznej funkcji
boolowskiej istnieje opisujaca ja formuta, w ktérej wystepuja wylacznie spdjniki ze zbioru
{A, VY.

Zadanie (wersja tatwiejsza): Udowodnij, ze dla kazdej monotonicznej funkcji boolowskiej
istnieje opisujaca ja formula, w ktorej wystepuja wylacznie spdjniki ze zbioru {A,V, T, L}.

Przypomnienie potrzebnych definicji: Naturalny porzadek C na wartosciach boolowskich
B={F, T}, wktéorym F C T, rozszerzamy w standardowy sposéb (,,po osiach”) do porzadku
na krotkach wartoéci boolowskich wzorem

(bry - bu) € (B8 & A BT,
=1

Funkcje boolowska f : B" — B nazywamy monotoniczng jesli dla wszystkich krotek (b, ..., by)
i(b,...,b)) zachodzi implikacja

(by, ..., bp) SV, ... 00 = f(br,...,by) T f(V,...,0)).

Dla wszystkich n € N mamy dwie stale n-argumentowe funkcje boolowskie (zwracajace dla
wszystkich argumentéw, odpowiednio, F i T). Wszystkie pozostate funkcje boolowskie nazy-
wamy niestatyms.

Formula ¢ nad zbiorem zmiennych zdaniowych {p1,...,p,} opisuje n-argumentowa funkcje
boolowska f jesli dla wszystkich wartosciowan o : {p1,...,pn} — B zachodzi réwnosé

&((P) - f(U(pl)a s 7U(pn))'

Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (5 punktow)
Macierz A ma wartosci wlasne A1, Ao, ..., A\, wektory wlasne vi,...,v,. Jakie sa wartosci
wlasne i wektory wlasne macierzy A%?

Zadanie 2. (4 punkty)
Dana jest nieosobliwa macierz A € R™ ™. Udowodnié, ze (A1)~ = (4A~1)T.

Zadanie 3. (5 punktow)
V' jest przestrzenig liniowa na cialem K. Symbol Q oznacza wektor zerowy. Wykazaé, ze
Vae K VveV 0-v=0, a-0=0.

Progi punktowe: 4, 6, 8, 10, 12 punktow.



Metody Programowania

Ponizsze zadania nalezy rozwigzaé uzywajac jezyka Racket lub Plait.
Rozwazamy prosty jezyk funkcyjny Egz, w ktérym skladnia abstrakcyjna wyrazen zawiera:

e stale numeryczne,

e binarng operacje¢ dodawania,
e zmienne,

e funkcje jednoargumentowe,

e aplikacje wyrazenia do wyrazenia,

a jego semantyka jest zgodna z semantyka jezyka Racket.
Zadanie 1 Zaproponuj reprezentacje sktadni abstrakcyjnej jezyka Egz. Jezeli Twoim me-
tajezykiem jest Racket, to napisz predykat sprawdzajacy czy jego argument jest poprawnym

wyrazeniem.

Zadanie 2 Zaproponuj reprezentacje wartosci wyrazen jezyka Egz. Jezeli Twoja definicja
tego wymaga, to wprowadz interfejs Srodowiska i skorzystaj z niego.

Zadanie 3 Zaimplementuj interfejs srodowiska w wybrany przez siebie sposob.

Zadanie 4 Napisz procedure eval stanowiaca interpreter wyrazen jezyka Egz, tzn. taka,
ktora oblicza warto$¢ wyrazenia z wykorzystaniem srodowiska.

Matematyka dyskretna
Niech x(G) bedzie liczba chromatyczng grafu G, a G dopelnieniem grafu G. Pokaz, ze

X(G) + x(G) > 2v/n.



Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadan mozna otrzymadé tacznie 12 punktéw. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 8.5 pkt., a dla bdb —
10 pkt.

1. Funkcje f(z) = sin(z/4) interpolujemy wielomianem L,, € II,, w wezlach
bedacych zerami wielomianu Czebyszewa T,,11. Jak nalezy dobraé n, aby mie¢ pew-
nosé, ze

max |f(z) — Ly(x)] <1077 ?
z€[—1,1]

Odpowiedz uzasadnij.

2. |4 punkty | Pomiary (tx,Ck) (0 < k < N; t, Cx > 0) pewnej zaleznej od czasu wielko-

sci fizycznej C' sugeruja, ze wyraza si¢ ona wzorem

1

c(t) = .
(*) 2023t4 4+ Asint + 3

Stosujac aproksymacje $redniokwadratowa, wyznacz prawdopodobng wartosé sta-
lej A.

3. |4 punkty | Niech dane bedg macierze A, B € R™*". Zal6zmy, ze macierze te sg nieoso-
bliwe, 1 ze istnieje rozklad LU macierzy AB. Opracuj oszczedny algorytm wyzna-

czania takiej macierzy X € R™*" dla ktorej zachodzi réwnoéé BX A = I,,, gdzie I, jest
macierzg identycznosciowa stopnia n. Wyznacz jego ztozonosé czasowa i pamieciows.

Uwaga. W podanym rozwiazaniu nie mozesz jawnie oblicza¢ odwrotnosci zadnych
macierzy, bo — jak wiadomo — nie jest to bezpieczne z numerycznego punktu widzenia.



Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej cze$ci mozna otrzymaé¢ w sumie do 9 punktéow. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wiecej punktéw
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: najdluzszy fragment z poprawnym nawiasowaniem (4 punkty)

Dany jest n-elementowy ciag nawiaséw ai, as, ..., an, gdzie a; € {(, )} dlai=1,2,...,n.
Opracuj efektywny algorytm, ktéry wyznaczy najdiuzszy fragment a; . ..a; w tym ciggu z po-
prawnie rozstawionmi nawiasami — wynikiem dziatania algorytmu powinna by¢ para idekséw
(i,7) identyfikujaca wyznaczony fragment albo para (0,0) gdy takiego fragmentu w ogdle nie
ma w zadanym ciagu. Opisz ide¢ algorytmu a potem zapisz go w pseudokodzie (wraz z nie-
zbednymi komentarzami). Przeanalizuj ztozono$é czasowa i pamieciowa opisanej metody.

Zadanie 2: operacja increase i decrease w drzewie dwumianowym (5 punktéw)
Jak jest zbudowane drzewo dwumianowe? Przypomnij definicje. Ile elementéw moze za-
wieraé takie drzewo oraz jaka jest wysoko$¢ drzewa dwumianowego w zaleznosci od ilosci
elementéw? Uzasadnij ta wlasciwosé indukeyjnie.
Co to znaczy, ze elementy w drzewie zachowuja porzgdek kopcowy? Przypomnij definicje.
Rozwazmy dowolne drzewo dwumianowe, w ktérym zachowany jest porzadek kopcowy (w
korzeniu znajduje si¢ element maksymalny). Na drzewie takim chcemy wykonywaé tylko dwa
rodzaje operacji na wskazanym wezle v:

1. increase(v, d) — zwigkszenie wartosci wezla v o warto$é d > 0;
2. decrease(v, d) — zmniejszenie wartosci wezla v o wartosé d > 0.
Jak mozna efektywnie zaimpelemtowaé te operacje, aby na koncu zawsze przywrocié¢ po-

rzadek kopcowy? Przedstaw idee realizacji tych operacji, zapisz je pseudokodzie (wraz z nie-
zbednymi komentarzami) oraz przeanalizuj ich zlozonosé obliczeniowa.



Jezyki formalne i ztozono$¢ obliczeniowa

Przypomnijmy, ze automat ze stosem to krotka (X,T",Q, Qo, 6, F), gdzie

e () to skonczony zbiér stanéw, Qg C @Q to zbiér stanéw poczatkowych, a F' to zbiér
stanéw akceptujacych,

e X to alfabet wejéciowy a I' to zbiér symboli stosowych,
e ¢ to relacja nad @ x (XU {e}) x (TU{L}) x Q x I'* o skoniczonej liczbie krotek.

Dla automatéw ze stosem warunkiem akceptacji moze by¢: (a) pusty stos — przebieg na
stowie w jest akceptujacy, gdy pod koniec przebiegu stos jest pusty, (b) osiagniecie stanu
z F — przebieg na slowie w jest akceptujacy gdy ostatni stan przebiegu nalezy do F', lub
(c) kombinacja poprzednich warunkéw. Wszystkie warunki (a), (b) i (c) sa réwnowazne, t.j.
klasa jezykéw rozpoznawanych przez automaty z warunkiem (a) jest taka sama jak klasy
jezykow rozpoznawane przez automaty z warunkiem (b) (odpowiednio (c)) — sa to jezyki
bezkontekstowe.

Automat ze stosem jest deterministyczny, jesli |Qo| = 1 oraz § jest funkcja 0: Q x X x (I'U
{L}) = Q@ xTI* (bez e-przejs¢). Czy dla deterministycznych automatéw ze stosem warunki ak-
ceptacji (a) i (b) sa réwnowazne? Innymi stowy, czy kazdy jezyk rozpoznawany przez automat
ze stosem akceptujacy przy pustym stosie daje sie rozpoznawaé (by¢ moze innym) automatem
deterministycznych akceptujacym po osiggnieciu stanu akceptujacego i vice versa?

Uwaga: rozwazamy jezyki bez stowa pustego, gdyz stowo puste jest zawsze akceptowane
przez automat akceptujgcy pustym stosem.



