4 stycznia 2024

Zadania z kombinatoryki, lista nr 10

1. Ciagta wersja zasady szufladkowej moze by¢ sformutowana nastepujaco. Dana jest pewna liczba obszarow
zawartych w figurze o polu S. Suma poél powierzchni tych obszarow przekracza kS. Wtedy istnieje k + 1
obszaréw majacych punkt wspolny.

(a) W kwadracie o boku 1 dane sg 64 punkty. Pokaz, ze trzy z nich leza w pewnym kole o promieniu
1/8.

(b) W kole o promieniu 16 zawartych jest 650 punktow. Pokaz, ze jakie§ 10 z nich mozna pokryé¢
pierscieniem o promieniu zewnetrznym 3 i wewnetrznym 2 (pierScienl otrzymujemy jako réznice kot
wspolsrodkowych).

(¢) W kwadracie o boku 1 zawarta jest figura w ktorej odlegltosé miedzy zadnymi dwoma punktami nie
wynosi 1/1000. Pokaz, ze powierzchnia jej jest mniejsza, niz 0.34. A moze umiesz wykazaé, ze jest
ona mniejsza od 0.297

2. Na plaszczyznie znajduje sie N punktow, z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Kazdy z (g])
odcinkéw miedzy nimi pomalowany jest jednym z k koloréow. Pokaz, ze jesli N > |ek!], to istnieje trojkat
zlozony z trzech odcinkéw tego samego koloru.

Wsk.: Zastosuj indukcje po k.
3. Udowodnij, ze jesli n > R(m,m,m,m), to dowolna macierz zero—jedynkowa wymiaru n x n zawiera

podmacierz glowna (otrzymang przez wybranie wierszy i kolumn o tych samych numerach) m x m w
jednej z nastepujacych postaci.

* 0 * 1 * 1 * 0

0 . * 1 . * 0 ' * 1 . *
Czyli diagonalna, trojkatna lub negacje ktorejs z nich.
4. PowtoOrz rozumowanie z wyktadu dla grafu K,, pomalowanego r kolorami i pokaz ze
R(k;r) < pk=2r+2,

Powtorz to rozumowanie dla nieskonczonego (przeliczalnego) grafu pelnego K, i pokaz, ze zawiera on
jednobarwny K.

5. (Nieskonczona wersja Twierdzenia Ramseya) Pokaz, ze jesli wszystkie podzbiory r-elementowe zbioru
nieskonczonego 2 pomalujemy k kolorami, to istnieje taki nieskoriczony T zawarty w 2, ze wszystkie
r-elementowe podzbiory T' maja ten sam kolor.

Wsk.: Mozliwy schemat dowodu: indukcja po r. Konstruujemy nieskoniczone ciagi punktéw zg, 1, 2, . . . i zbiorow Sp, S1, S2, . . ..

Z S; wybieramy dowolny z;, kolorujemy kazdy (r — 1)-elementowy podzbior Z zbioru S; \ {z;} kolorem ZU {z;}. Z S;\ {z;}
wybieramy jednobarwny ze wzgledu na to ostatnie kolorowanie podzbiér S;41 i x; przyporzadkowujemy ten kolor. Nastepnie

pokazujemy, ze za T mozna wziac nieskoriczony jednobarwny podciag ciagu xg,z1, 2, . . ..

6. Niech R(k,!) bedzie minimalnym n, ze K,, pomalowany 2-ma kolorami zawiera K}, pierwszego koloru, lub
K; drugiego. Uzasadnij zalezno$ci:

R(k,l) < R(k —1,1) + R(k,l — 1), R(k,2) = R(2,k) = k.
Pokaz tez, ze gdy R(k —1,1) i R(k,l — 1) sa parzyste, to
R(k,l) < R(k—1,1)+ R(k,1 - 1)
Korzystajac z tych nierownosci oszacuj R(4,4).
7. Na plaszczyznie znajduje sie n punktéow, z ktoérych zadne trzy nie sa wspolliniowe.

(a) Pokaz, ze wérod dowolnych pieciu punktow jakie§ cztery sa wierzchotkami czworokata wypuklego.

(b) Pokaz, ze jesli kazde cztery sposroéd pewnych m punktow sg wierzchotkami czworokata wypuklego,
to te m punktéw jest wierzchotkami m-kata wypuktego.

(c) Pokaz, ze jesli n > R4(5,m), to wsrod naszych n punktow istnieje m, ktore sa wierzchotkami m-kata
wypuktego.
8. (Twierdzenie Shura) Pokaz, ze dla kazdego r istnieje takie n, ze jesli pokolorujemy liczby {1,2,...,n} na
r koloréw, to istnieja takie x,y, ze z,y, x + y sa tego samego koloru.

Wsk.: Zastosuj twierdzenie Ramsey’a do grafu ktérego wierzchotkami sg {1,2,...,n}, i krawedz {a, b} ma kolor el. |a — b|.



