4 stycznia 2024

Zadania z kombinatoryki, lista nr 11

1. (Skierowana wersja twierdzenia Ramseya) Pokaz, ze dla kazdego k istnieje takie n, ze dowolny turniej o n
wierzchotkach zawiera k-wierzchotkowy podturniej acykliczny (bez cykli skierowanych).

2. Udowodnij, ze w kazdym turnieju i przy kazdym kolorowaniu jego lukdéw dwoma kolorami istnieje wierz-
chotek, z ktérego mozna dotrzeé¢ do kazdego innego wierzchotka wzdhuz monochromatycznej, skierowane;j
Sciezki.

3. Udowodnij nastepujace twierdzenie Turana: Niech M (n, k) oznacza maksymalna liczbe krawedzi w grafie
o n wierzcholkach nie zawierajacym grafu K} jako podgrafu. Niech r bedzie liczbg taka, ze 1 <r <k —1
oraz n = t(k — 1) + r. Wowczas

Wsk.: Zastosuj indukcje po t.

4. Udowodnij, ze jesli krawedzie grafu K, pokolorujemy dwoma kolorami, czerwonym i niebieskim, tak, ze
do i-tego wierzchotka (i = 1,...,n) dochodzi doktadnie r; czerwonych krawedzi, to liczba jednobarwnych

trojkatow jeat réwna
n 1
A= (3) ~5 g ri(n—1—m;)

s=(3)- 121050

Wsk.: Kazdy trojkat, ktory nie jest jednobarwny ma dokladnie dwa wierzchotki w ktérych spotykaja si¢ krawedzie réznych

Wyprowadz stad oszacowanie

kolorow.

5. (Gallai) Zbior W C R™ nazywamy przystajacym przez jednokladnosé do V' C R™ wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje b € R™ i A € R, takie, ze W = AV +b (A\V +b={A\0+b: 7€ V}).
(a) Pokaz, ze przystawanie przez jednokladnosé jest relacja rownowaznosci.
(b) Niech elementy R™ beda pokolorowane skoriczona liczba koloréw r. Udowodnij, ze dla dowolnego
skoniczonego V' C R™ istnieje jednobarwny W C R™ przystajacy do V przez jednokladnosé.
Wsk.: Skorzystaj z Twierdzenia Halesa-Jewetta

6. Pokaz, ze W (2) =31 W (3) = 9.

7. Udowodnij, ze graf G posiada krawedziowy podgraf dwudzielny zawierajacy co najmniej potowe wszystkich
krawedzi G.

(a) Przeprowadz dowod konstruktywny. Wychodzac od pewnego podgrafu dwudzielnego o podzbiorach
partycji V1, Vo przerzucaj wierzchotek z jednego z nich do drugiego gdy ma on wiecej sasiadow (w G)
w swoim zbiorze niz w drugim. Kiedy takie postepowanie musi sie zakonczy¢?

(b) A teraz uzyj metody probabilistycznej. Losowo podziel V na podzbiory Vi, V. Jaka jest oczekiwana
liczba krawedzi miedzy Vi i Va?

8. Wtasciciele n kotéw i n kanarkéw dostali wezwania do kliniki weterynaryjnej na szczepienia ochronne
przeciwko ptasiokociej grypie. Na kazdym wezwaniu widnieje [log,n + 1] mozliwych terminéw wizyty,
przy czym dowcipny (?!) recepcjonista wygenerowal te listy indywidualnie dla kazdego wlasciciela wedtug
wlasnego widzimisie. Pokaz, ze wizyty te mozna tak zaplanowaé, by kazdy z wtascicieli odwiedzit klinike w
jednym terminéw wymienionych na swoim wezwaniu, ale aby w klinice nigdy nie przebywali rownocze$nie
kot i kanarek. Dodajmy, ze w jednym terminie klinike moze odwiedzi¢ dowolna liczba kotéw i dowolna
liczba kanarkow.

9. Dany jest graf G posiadajacy A trojkatow (podgrafow K3). Pokaz, ze istnieje takie pokolorowanie krawedzi
G dwoma kolorami, w ktorym co najwyzej A/4 trojkatow jest jednobarwnych.

10. Turniejem nazywamy digraf posiadajacy doktadnie jeden tuk miedzy kazda para wierzchtkow.

(a) Pokaz, ze istnieje turniej posiadajacy co najmniej n!/2"~! skierowanych drog Hamiltona.

(b) Udowodnij, ze istnieje turniej posiadajacy co najmniej n!/2™ skierowanych cykli Hamiltona.



