15 stycznia 2024

10.

Zadania z kombinatoryki, lista nr 12

. W tablicy n x n kazda z liczb 1,2,3,...,n wystepuje doktadnie n razy. Pokaz, ze w jakimg wierszu lub

kolumnie wystepuje co najmniej /n réznych liczb.

. Niech A bedzie jakim§ zbiorem n reszt modulo n?. Pokaz, ze istnieje zbiér B zlozony réwniez z n reszt

modulo n?, taki Ze przynajmniej polowa wszystkich reszt modulo n? moze byé zapisana w postaci a + b,
gdziea € A, b € B.

. Niech ||7]| = \/vi + - - - + v} bedzie dlugosciag wektora 0. W przestrzeni zadanych jest n wektoréw jednost-

kowych ¥,...,0,. Wykaz, ze ktory$ z wektorow €10 + - - + €,0, dla ¢; € {—1,1} ma dlugos¢ mniejszg

niz \/n.

. Niech n > 4, a H bedzie rodzina zbioréw n-elementowych zawierajaca co najwyzej 4" ~1/3" zbiorow.

Pokaz, ze istnieje takie kolorowanie elementéow tych zbioréw czterema kolorami, ze w kazdym zbiorze z H
wystepuja wszystkie cztery kolory.

. Niech dane beda liczby k i n. Znajdz oszacowanie gérne na najmniejsza liczbe m = m(k, n) taka, ze istnieje

pokolorowanie zbioru {1, 2, ...,n} m kolorami nie zawierajace jednobarwnych ciagéw geometrycznych o k
wyrazach.

. Podaj dolne oszacowania liczb Ramsey’a i Van der Waerdena: R(k;r) i W (k;r) dla kolorowania r kolorami

uzywajac naiwnej metody probabilistycznej.

Pokaz, ze istnieje stala ¢ > 0 o nastepujacej wlasnosci. Niech A bedzie macierza kwadratowa n x n, ktoérej
wyrazami sg rozne liczby rzeczywiste. Wtedy mozemy spermutowaé¢ kolumny i wiersze macierzy A tak
by w zadnym wierszu ani w zadnej kolumnie nie wystapit rosnacy ciag (niekoniecznie kolejnych) wyrazow
dlugosci cy/n.

. Stosujac Lemat Lokalny znajdz oszacowanie na W (k;r) — minimalne n, ze dowolne kolorowanie zbioru

{1,2,...,n} uzywajace r koloréw zawiera postep arytmetyczny dltugosci k.

. Dana jest rodzina F zbioréw k-elementowych, w ktorej kazdy zbior S € F kroi sie niepusto z co najwyzej

d innymi zbiorami z F. Dowiedz, ze jesli
2k—1
d+1< ,
e

to wtedy F moze by¢ pokolorowane 2-ma kolorami tak, aby zaden zbiér z F nie byt jednobarwny.

Niech S(r) bedzie najmniejsza liczba naturalna n taka, ze dla kazdego pokolorowania zbioru {1,2,...,n}
r kolorami istnieje monochromatyczna tréjka Schura, to znaczy istniejg liczby = i y takie, ze z,y iz 4+ y
sg pokolorowane tym samym kolorem. Stosujac ,naiwny” wariant metody probabilistycznej, a nastepnie
Lokalny Lemat Lovésza, podaj dwa dolne oszacowania liczby S(r).



