Znajdowanie największego wspólnego dzielnika

1. Oznaczenia i definicja problemu

Oznaczenia:

· k(m – k dzieli m

· NWD(m,n) – największy wspólny dzielnik liczb m i n, tj. największa liczba naturalna k, która dzieli zarówno m jak i n.
Problem:

Dane: liczby naturalne m, n.

Szukane: NWD(m,n).

2. Algorytm naiwny 

Idea: Jako kandydatów na NWD(m,n)  sprawdzamy kolejno liczby m, m-1,m-2,...

Uwaga: Sensownym usprawnieniem algorytmu jest porównanie na początku m i n wraz z ewentualną zamianą ich wartości, tak by m było równe mniejszej z liczb.  

Koszt: Bardzo duży. W przypadku gdy liczby są względnie pierwsze (a więc gdy ich NWD jest równy 1) koszt wyniesie min(m,n).

3. Algorytm Euklidesa (wersja powolna)
Korzystamy z następującej obserwacji:

Fakt. Niech d, m i n będą liczbami naturalnymi i niech m<n. Wówczas,  jeśli d (m  oraz   d(n,  to  d(n-m.

Fakt ten pozwala na redukcję problemu znajdowania największego wspólnego dzielnika liczb m i n do problemu znajdowania największego wspólnego dzielnika liczb n i n-m. 


Koszt

W każdym kroku parę danych (m,n) redukujemy do pary (m-n,n) gdy m>n lub do pary (n-m,m), gdy n>m. Jeśli za rozmiar danych przyjąć sumę wartości obydwu liczb, to widzimy, że dane rozmiaru n+m redukujemy do danych rozmiaru max(n,m)

W pesymistycznym przypadku, gdy jedna z liczb jest bardzo duża a druga bardzo mała, redukcja będzie bardzo niewielka i algorytm będzie działać bardzo długo. 

4. Szybsza wersja Algorytmu Euklidesa

Spostrzeżenie:

Załóżmy, że jedna z liczb, powiedzmy n, jest znacznie większa od drugiej. Wówczas algorytm Euklidesa będzie wielokrotnie redukował n: najpierw do n-m, potem do n-2m, n-3m,...,aż w końcu otrzyma liczbę n-km, która jest nie większa od m. Łatwo widać, że liczba n-km jest resztą z dzielenia n przez m.
Oznaczenie:

Przez x mod y będziemy oznaczać resztę z dzielenia liczby x przez liczbę y.

Możemy teraz sformułować fakt, pozwalający  na redukcję problemu znajdowania największego wspólnego dzielnika liczb m i n do problemu znajdowania największego wspólnego dzielnika liczb n i n mod m
Fakt. Niech d, m i n będą liczbami naturalnymi i niech m<n. Wówczas,  jeśli d (m  oraz   d(n,  to  d((n mod m).


Koszt

Jedna iteracja pętli algorytmu zastępuje większą z liczb (w naszym przypadku n) przez n mod m. Zauważamy, że n mod m ( n/2. W tym celu rozważmy dwa przypadki:

· m<(n/2). 

n mod m  < m
· m((n/2). 

 n mod m ( n – m ( n/2 

Początkowo n>m . Pierwsza iteracja pętli zredukuje więc liczbę n  do liczby n  mod m. Ta z kolei liczba będzie redukowana w trzeciej iteracji (w drugiej będzie redukowana liczba m, ponieważ jest ona większa od n mod m), a ta którą otrzymamy będzie redukowana w piątym kroku, itd.. Widzimy więc, że każda z liczb będzie redukowana w co drugim kroku. Ponieważ, jak wykazaliśmy wcześniej, liczby w każdej iteracji redukowane są o co najmniej połowę i ponieważ algorytm skończy się, gdy jedna z liczb osiągnie wartość 0, wnioskujemy, że liczba iteracji pętli wykonanych przez algorytm jest nie większa niż 2log(max{n,m}).

Uwaga: Powyższy algorytm jest bardzo szybki, ale w praktyce stosuje się jeszcze rozmaite modyfikacje przyspieszające jego działanie. Jedna z nich polega na zastąpieniu dzielenia (które jest operacją kosztowną) przez dzielenia przez liczbę 2 (co w rzeczywistych komputerach wykonywane jest bardzo szybko). Ponieważ w maszynie RAM dzielenie przez dwa wykonuje się tak samo szybko jak dzielenie przez każdą inną liczbę, nie będziemy dalej rozwijać tego tematu. 
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