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Chapter 1Introduction1.1 Abstract.This work explores the possibilities of using rich type systems in Genetic Programming (GP). GPuses evolutionary algorithms to search through the program space. This requires development ofgenetic operators: 0-ary operator of creation (generating random progarm), 1-ary operator ofmutation (tiny random modi�cation), 2-ary operator of recombination (exchange of program frag-ments). Term generation requires/implies type inference. This work argues for using implicitpolymorphism, and basing recombination on anti-uni�cation. Genetic operators reduce to termgeneration for given type, and �nding subterms with �homomorphic� typings. This work illus-trates the key properties of solutions: soundness and completeness of term generation, soundnessof term recombination, with proofs for simple cases. New light is shed on second-order anti-uni�-cation. Practical algorithms for type systems richer than that of SML lanugage need furtherwork.
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1.2 Issues.GP is a metaheuristic for solving problems by automatic construction of programs, which usesthe domain knowledge by the evaluating function (�tness function). The generality of GP followsfrom the fact, that semantic analysis of programs is not needed, because programs are judged byexecution (e.g. in a simulated environment). An introduction to evolutionary methods can befound in [6]. The term Genetic Programming was founded by John Koza [10].1.2.1 GP and genes.GP is distinguished among evolutionary algorithms by the fact, that its search space is essentiallyin�nit; programs cannot be approximated by �xed �nite dimension vectors of features. With suchvector representation, the features are called genes. The equivalent of �building block hypothesis�in GP is that GP leads to automatic identi�cation of useful, functional subprograms, whichspread through the population and are re�ned in di�erent contexts. This is counterparted in thedomain of natural selection by a concept of the unit of selection, due to Dawkins [3]. This sug-gests thinking about the pool of genes as something �uent, evolving. Genes are pieces of pro-grams which have huge chance of being preserved during recombination. C.f. [1].1.2.2 Advantage of using type systems: deductive synthesis.Richer type systems give an alternative (to �tness function) possibility to include domain knowl-edge, available when this knowledge is logically strict. They restrict the search space, eliminatingsilly constructions and allowing to give speci�cations for solutions. Using the most of knowledgeat synthesis time is important especially when evaluation of solutions is expensive. The goal isgiven as a goal type, local conditions as types of primitive constructs (e.g. built-in functions).1.2.3 Automatic programming � program synthesis: inductive anddeductive synthesis.Hasªo �automatyczne programowanie� obejmuje ró»ne techniki komputerowego wspierania pro-gramowania. Przegl¡d zagadnie« zawiera np. [15]. Synteza programów oznacza automatyczne(lub póªautomatyczne, interaktywne) generowanie programów. Synteza dedukcyjna oznacza syn-tez¦ programu na podstawie jego peªnej specy�kacji w pewnym systemie formalnym. Systemysyntezy dedukcyjnej dzielimy na teorio-dowodowe i transformacyjne. W tych pierwszych specy-�kacja jest pewn¡ formuª¡ logiczn¡, dowód której odpowiada znalezieniu programu: w logikachkonstruktywnych dowód istnienia oznacza podanie odpowiedniego obiektu, specy�kacja stwierdzaistnienie szukanych obiektów. Systemy transformacyjne przeksztaªcaj¡ specy�kacj¦ przy pomocyzbioru reguª, i gdy nie ma ju» reguª do zastosowania, wynik transformacji jest szukanym pro-gramem. Systemy teorio-dowodowe podzieliªbym dalej na systemy reguªowe i systemy teorio-typowe. Pierwsze przeksztaªcaj¡ formuª¦ przy pomocy zbioru reguª logicznych, otrzymuj¡c wwyniku formuª¦ (formuªy) wyra»aj¡c¡ odpowied¹; fragment tej formuªy jest szukanym pro-gramem. Np. formuª¡ wej±ciow¡ jest tautologia P (?x) ⇒ P (?x), gdzie ?x jest zmienn¡ egzystenc-jaln¡, P jest specy�kacj¡; reguªy logiczne zachowuj¡ prawdziwo±¢; formuª¡ wynikow¡ jest P (t),gdzie t jest szukanym programem. Drugie konstruuj¡ dowód w postaci drzewa (w¦zªy drzewaidenty�kuj¡ stosowane reguªy); na mocy izomor�zmu Curry'ego-Howarda, dowód jest szukanymprogramem.
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Synteza indukcyjna oznacza generowanie programu na podstawie niepeªnej wiedzy wyra»a-j¡cej nasze oczekiwania; wiedzy �sªabo ustrukturowanej�, tzn. nie daj¡cej wskazówek co do struk-tury programu. Mamy do dyspozycji mi¦dzy innymi: albo ustalone pary wej±cie-wyj±cie (uczeniesi¦ z nauczycielem, program dla zadanych wej±¢ ma zwraca¢ okre±lone wyj±cia), albo metod¦zwracaj¡c¡ poprawne wyj±cia dla danych wej±¢ (uczenie si¦ z wyroczni¡, program ma by¢prostsz¡ metod¡ aproksymuj¡c¡ wyroczni¦), albo metod¦ okre±laj¡c¡ jako±¢ danego wyj±cia dladanego wej±cia (uczenie si¦ ze wzmocnieniem przez eksperymentowanie), albo sposób ocenyjako±ci caªego programu (uczenie si¦ ze wzmocnieniem; nazwa pochodzi st¡d, »e mo»emy oceni¢,czy mody�kacja rozwi¡zania polepsza go czy pogarsza). Uczenie si¦ ze wzmocnieniem dajeu»ytkownikowi najwi¦ksz¡ swobod¦ co do informacji u»ytej w ocenie programów, ale najmniejwskazówek systemowi co do struktury programu. Z kolei mo»emy podzieli¢ systemy indukcyjnegouczenia si¦ na lokalne i globalne (nielokalne). Metody lokalne rozpatruj¡ atrakcyjno±¢ poje-dynczego rozwi¡zania (np. metody optymalizacji gradientowej). Metody globalne (nielokalne)rozpatruj¡ hipotez¦ opisuj¡c¡ atrakcyjne obszary przestrzeni rozwi¡za« (np. metody optymal-izacji dziel-i-rz¡d¹).Programowanie genetyczne to metoda syntezy indukcyjnej programów b¦d¡ca nielokalnymuczeniem si¦ ze wzmocnieniem. Generowanie programów w j¦zykach typizowanych to teorio-dowodowa, teorio-typowa metoda syntezy dedukcjyjnej. Podsumowuj¡c:1. Deductive synthesisa. transformationalb. proof-theoreticali. rule-basedii. type-theoretical2. Synteza indukcyjnaa. uczenie si¦ z nauczycielemb. uczenie si¦ z wyroczni¡c. uczenie si¦ ze wzmocnieniem przez eksperymentowanied. uczenie si¦ ze wzmocnieniemi. lokalneii. globalne (nielokalne)Praca proponuje poª¡czenie metod syntezy dedukcyjnej i indukcyjnej, aby najpeªniej wykorzysta¢wiedz¦ o problemie. T¡ cz¦±¢ specy�kacji, która ma charakter �logiczny� i jest na tyle prosta, »epozwala na efektywn¡ dedukcj¦ programów, zawiera si¦ w systemie typów i typie zadanym.Pozostaª¡ cz¦±¢ wiedzy o problemie zawiera si¦ w funkcji oceniaj¡cej programy.Algorytmy genetyczne w szerokim sensie mo»na nazwa¢ uczeniem si¦ �co prawda bez nauczy-ciela, ale z systemem edukacyjnym�. Operatory rekombinacji próbuje si¦ tworzy¢ tak, aby, je±lirodzice (argumenty operatora) maj¡ ten sam wynik dla danego wej±cia, to potomek (rezultatoperatora) te» miaª ten wynik dla tego wej±cia � rodzice s¡ nauczycielami potomka. Niestety, wGP stworzenie takiego operatora rekombinacji jest zbyt trudne.1.2.4 Genetic operators and term generation.Aby algorytm genetyczny (ewolucyjny) mógª rozpocz¡¢ prac¦, potrzebuje co najmniej trzechoperatorów genetycznych: 0-argumentowego operatora kreacji (dla budowy populacjipocz¡tkowej), 1-argumentowego operatora mutacji (dla przeszukiwania lokalnego), 2-argumen-towego operatora rekombinacji (dla przeszukiwania nielokalnego). Podstaw¡ operatorów kreacji imutacji jest algorytm generowania termów. Rozdzielamy zagadnienia przeszukiwania i kon-strukcji, redukuj¡c generowanie termów do przeszukiwania drzew. Algorytm konstrukcji termu
C(E, τ , wK ) dla pewnych ci¡gów wyborów wK (ci¡gów liczb naturalnych okre±laj¡cych pojedyncz¡±cie»k¦ wykonania algorytmu niedeterministycznego) zwraca term e o typie τ w ±rodowisku E;dla pozostaªych wK zawodzi (zgªasza niemo»no±¢ zbudowania termu). Nale»y wtedy podj¡¢ prób¦dla innego ci¡gu wK ′, np. zachowuj¡c mo»liwie wiele z wcze±niejszej pracy algorytmu dzi¦ki mech-anizmowi nawrotów (kontynuacji) � jest to cz¦±¢ zagadnienia przeszukiwania. Operator kreacji
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zwraca C(E0, τ0, wK ), gdzie E0 jest ±rodowiskiem pocz¡tkowym (±rodowiskiem konstrukcji pier-wotnych), a τ0 jest typem zadanym � specy�kacj¡ problemu, a wK odpowiednim (znalezionym)ci¡giem wyborów. Operator mutacji (mutacja podtermu) polega na zamianie w termie epodtermu e1 na inny. Wiemy, »e zachodzi s¡d typizuj¡cy E0 ⊢ e: τ0; niech podterm e1 b¦dziewprowadzony do termu e w wyprowadzeniu tego s¡du typizuj¡cego z przesªanki E1 ⊢ e1: τ1.Wtedy operator mutacji podstawia pod e1 wynik C(E1, τ1, wK ) dla odpowiedniego ci¡gu wyborów
wK . Informacj¦ o typie podtermów i ±rodowisku jego wyprowadzenia mo»na przechowywa¢ w tychsamych strukturach, które wykorzystuje mechanizm nawrotów.1.2.5 Term generation and �answer substitution�.Nawet, je±li b¦dziemy zadowoleni z algorytmu zwracaj¡cego term dokªadnie typu τ , to w jegoimplementacji b¦dzie potrzebny algorytm pozwalaj¡cy na konkretyzacj¦ typu zadanego. Niemusimy, a wewn¡trz algorytmu generuj¡cego cz¦sto nie mo»emy, wiedzie¢ wszystko o typietermu, którego szukamy. Niech wi¦c C(E, τ , wK ) znajduje term e i podstawienie T takie, »e
T E ⊢ e: Tτ . Porównaj podrozdziaª 3.4 �Proof-search in Logical Frameworks� artykuªu [5], czy te»wprowadzenie do SLD-rezolucji w [17]. Zmienne wolne pozostawiamy w τ jako niewiadome, którema znale¹¢ algorytm.Gdy rozpatrujemy operator mutacji, nale»y pami¦ta¢, aby zablokowa¢ mo»liwo±¢ podstaw-iania pod zmienne, które w nadtermie typu zostaj¡ zgeneralizowane (traktuj¡c je jak staªe).Nast¦pnie mody�kujemy wyprowadzenie typu dla caªego programu, stosuj¡c odpowiednio pod-stawienie zwrócone przez wygenerowanie nowego podtermu. Wad¡ takiego stosowania mutacjijest nadokre±lenie typu programu (jest bardziej skonkretyzowany ni» to wynika z termu), dlategomo»na retypizowa¢ caªy program po zastosowaniu mutacji.1.2.6 Tightening the correspondence between the sequence of choicesand (properly) typed terms; the search.Ci¡g wyborów wyra»a niedeterminizm, czy te» stochastyczno±¢ algorytmu C. Idealnie byªoby,gdyby dla ka»dego ci¡gu wyborów algorytm zwracaª term poprawnie typowany, a wyliczeniuci¡gów wyborów odpowiadaªoby wyliczenie termów zamieszkuj¡cych zadany typ. Jednak algo-rytm wykorzystuje ci¡g wyborów do generowania termu, i wyliczeniu ci¡gów wyborów odpowiadawyliczenie wszystkich termów odpowiedniej klasy zadanej syntaktycznie.1.2.6.1 Term generation as a search in program space.Rzeczywisty algorytm uzyskujemy wi¦c z C dzi¦ki zastosowaniu przeszukiwania grafów (tutajzasadniczo drzew). Oczywi±cie, ªatwiej przeszukiwa¢ w gª¡b, ale lepiej przeszukiwa¢ wszerz:krótsze termy maj¡ wi¦ksz¡ szans¦ by¢ lepszymi programami, C z przeszukiwaniem wszerz dajerekurencyjn¡ przeliczalno±¢ problemu znajdowania mieszka«ca zadanego typu. Dla operatorówgenetycznych zadaj¡cych ci¡g wyborów losowo i oczekuj¡cych odpowiedzi, zwracamy termnajbli»szy wskazanemu w¦zªowi (w sensie obranej strategii przeszukiwania) (lub odpowiadamy, »etaki nie istnieje, je±li wyczerpali±my przestrze«). Mo»emy równie» zwraca¢ rzeczywisty ci¡gwyborów, dla ewentualnego wznowienia przeszukiwania (przestrzeni programów). W praktycznejimplementacji pami¦tamy o wymuszaniu stopu, gdy przeszukiwanie trwa zbyt dªugo; zawodziwtedy próba zastosowania operatora genetycznego.1.2.6.2 On the need of type inference.Generowanie termu obejmuje inferencj¦ typu: wyprowadzamy termy typizowane. Je±li nie mamymechanizmów inferencji (typizacja bazuje na annotacjach termów typami), zastosowanieprzeszukiwania grafów de facto rozwi¡zuje zadanie inferencji typu dla wygenerowanego termu. Wten sposób struktura przeszukiwa« zostaje zdominowana przez problem inferencji typu, podczasgdy chcemy, aby wyra»aªa semantyk¦ operacyjn¡ programów (jak dziaªaj¡). Dlatego koniecznejest odizolowanie termów i typów, nawet niewyszukany algorytm inferencji dla systemównierozstrzygalnych (z konieczno±ci algorytm bez wªasno±ci stopu, w praktyce za± ze stopemwymuszonym, czyli algorytm niepeªny) b¦dzie lepszy od naiwnej enumeracji wszystkich mo»li-wych typizowa«. Mo»emy przywróci¢ �przeliczaln¡ peªno±¢� dodaj¡c w momencie stopowania typ-izacji jej kontynuacj¦ jako (odªo»ony na pó¹niej) w¦zeª struktury przeszukiwa«.
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1.2.6.3 �Head-driven� algorithm.Ju» w latach trzydziestych wiadomo byªo, »e intuicjonistyczny rachunek zda« jest rozstrzygalny.W interpretacji w lambda-rachunku oznacza to, »e dla ka»dego typu z systemu typów prostychmo»emy znale¹¢ term tego typu, albo pokaza¢, »e takich termów nie ma. Wykorzystamy standar-dowy algorytm znajdowania takiego termu, opisany np. w pracy [14]. Idea polega na wykorzys-taniu wªasno±ci �cut elimination�, czyli w terminologii λ-rachunku faktu, »e je±li istnieje termdanego typu, to istnieje term bez β-redeksów, równie» tego typu. Mo»na wi¦c szuka¢ termuw±ród termów normalnych (bez β-redeksów), a pomijaj¡c zap¦tlenia w wyprowadzeniach, jestwtedy tylko sko«czenie wiele ±cie»ek do sprawdzenia, ko«cz¡cych si¦ zadanym typem. Oczywi±cie,mo»emy zastosowa¢ ten mechanizm dla poszukiwania programów funkcyjnych, poniewa» β-redukcja zachowuje wtedy sens programu. Dla systemu typów prostych mamy wi¦c algorytm gen-erowania, zatrzymuj¡cy si¦ dla ka»dego zadanego typu, z termem tego typu lub stwierdzeniempusto±ci typu.1.2.6.4 Decidability of non-emptiness of types (inhabited types) for ML.Dla ML bez algebraicznych typów danych, czyli dla ML bez dopasowywania wzorca (lub innychmechanizmów typu CASE), ªatwo znale¹¢ algorytm zwracaj¡cy term zadanego typu z odpowiada-j¡cym programem z wªasno±ci¡ stopu, lub odpowiadaj¡cy, »e je±li typ zamieszkuj¡ jakie± termy,to odpowiadaj¡ce im programy nie zatrzymuj¡ si¦ dla »adnego argumentu. Mo»na przeprowadzi¢eliminacj¦ de�nicji rekurencyjnych i lokalnych i nast¦pnie zastosowa¢ argument taki sam, jak dlasystemu typów prostych. (Je±li program zatrzymuje si¦ dla pewnych danych, to musi istnie¢gaª¡¹ programu licz¡ca wynik bez wywoªania rekurencyjnego.) Eliminacja zmienia sens programu,ale nie zmienia typu programu. Peªny ML wydaje si¦ nie by¢ rozstrzygalny w tym sensie, ale niepotra�¦ tego pokaza¢. Oczywi±cie, rozstrzygalno±¢ ogólnego problemu niepusto±ci typu (czy ist-nieje term danego typu) jest równowa»na (przez izomor�zm Curry'ego-Howarda) rozstrzygalno±ciodpowiadaj¡cej systemowi logiki. Pozytywne wyniki wi¡»¡ si¦ z peªno±ci¡ programowania w Pro-logu.Algorytm generuj¡cy β-normalne polimor�czne λ-termy (wykorzystuj¡c mechanizm uni�kacji)odpowiada strategii SLD-rezolucji. Rozszerzamy go o pozostaªe konstrukcje ML (czy obsz-erniejszych systemów). Generowanie (wyliczanie) termów zgodnie z tym algorytmem jestrównowa»ne strategii ewaluacji u»ytej w Prologu.1.2.7 Recursive de�nitions and local de�nitions.Zasygnalizowane w 1.2.6.4 problemy teoretyczne maj¡ swój praktyczny odpowiednik w zagad-nieniu u»yteczno±ci de�nicji rekurencyjnych i de�nicji lokalnych. De�nicje rekurencyjne s¡u»yteczne, je±li odpowiadaj¡ce im funkcje przynajmniej czasami si¦ zatrzymuj¡ (nie b¦d¦ si¦ zaj-mowaª korekurencj¡). Zapewnienie mocniejszego warunku u»yteczno±ci jest opisane w 1.2.10.2.Natomiast de�nicje lokalne s¡ u»yteczne, je±li przynajmniej raz s¡ u»yte w zakresie de��icji, s¡ce�owe, je±li s¡ u»yte wi¦cej ni» raz. Sk¡d jednak wiedzie¢, jakie de�nicje b¦d¡ przydatne wbudowanym podtermie? Nast¦puj¡ce rozwi¡zanie wydaje si¦ optymalne: dopuszczaj, aby ka»dywygenerowany podterm byª mo»liw¡ de�nicj¡ lokaln¡, o zakresie b¦d¡cym najszerszym kontek-stem zawieraj¡cym zmienne lokalne podtermu. Je±li de�nicja b¦dzie u»yta (poza miejscempodtermu de�niuj¡cego), to rzeczywi±cie j¡ wprowadzamy. W przeciwnym wypadku pozostaw-iamy podterm �na miejscu�, nie wprowadzaj¡c de�nicji. To rozwi¡zanie ma jednak wad¦, je±li sto-suje si¦ je dla termów bez β-redeksów: wprowadza tylko de�nicje lokalne o typach, które s¡podtermami typów ze ±rodowiska lub typu zadanego (wªa±ciwie, generalizacje tych typów).(Podobny problem pojawia si¦ dla de�nicji rekurencyjnych.) Ogólnie, chcemy, aby de�nicjelokalne mogªy tworzy¢ po zredukowaniu β-redeksy, ale nie chcemy wprowadza¢ bezu»ytecznych
λ-abstrakcji, których zmienne nie b¦d¡ nast¦pnie wykorzystane. Rozwi¡»emy to, �patternizuj¡c�wygenerowany podterm (o ile ma stanowi¢ de�nicj¦ lokan¡), czyli wycinaj¡c podtermy tegopodtermu i formuj¡c β-redeksy, nast¦pnie aplikacje zostawiaj¡c w zakresie de�nicji, a λ-abstrakcje w ciele de�nicji.Pojawia si¦ jeszcze jeden problem techniczny. Dla de�nicji lokalnej nale»y wyznaczy¢ najogól-niejszy typ. Ale tworzona jest ona w innym ±rodowisku, ni» ostatecznie ±rodowisko jej zakresu.
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1.2.8 Recombination and the homomorphism of typings.Recombination is generally based on substituting a subterm e1 of given program e0 with a sub-term e2 from another program; this requires the substituting subterm be of a type (typing)somehow concretizing the type (typing) of substituted subterm. Afterwards, typing for the wholeterm should be reconstructed. In simple types with subtyping, the subtyping relation is enough.In parametric polymorphism systems, where type parameters might be �convoluted� in the con-text of occurrence of the subterm, we need to build the correspondence between typing judge-ments E1⊢ e1: τ1 and E2⊢ e2: τ2. The domain of environments of parent programs is common, butthe types can be concretized di�erently by �answer substitutions�. The substitutions need to beuni�able, the environment E2 must be injectable into E1, h: Dome(E2) → Dom(E1), which is anidentity on Dom(E0) (renaming of free variables on e2). If we base reconstruction of typing on
E2 ⊢ e2: τ2, then renaming must �argee� with types: HLE1(x) =E2(h(x)), and the type HRτ2 = τ1,while HR does not substitute for variables occuring in E2 (Dom(HR) ∩ F (E2) = ∅). We call hetriple h,HL, HR the E0-homomorphism of typings E1⊢ e1: τ1 and E2⊢ e2: τ2.1.2.9 Recombination by anti-uni�cation.Jak widzimy, rekombinacja w przypadku bogatszych systemów typów jest zªo»onym problememznajdowania analogii (mi¦dzy podtermami). Wielu autorów argumentuje, »e podstawowymnarz¦dziem znajdowania, czy te» konstrukcji, analogii jest generalizacja (jako znajdowanie kate-gorii zawieraj¡cej wskazane obiekty) (np. [7]). U»yjemy generalizacji programów dla znajdowaniaanalogicznych pozycji podtermów. Mechanizmem syntaktycznej generalizacji termów jest anty-uni�kacja. W kracie termów z porz¡dkiem danym przez podstawienia (je±li (∃T )T e1≡ e2, to e1 >

e2, gdzie T jest podstawieniem) uni�kacja jest operacj¡ in�mum, a anty-uni�kacja operacj¡supremum dwu termów. Jednak przy pewnych naturalnych de�nicjach równowa»no±ci i pod-stawie« anty-uni�kacja nie jest dobrze okre±lona (supremum nie istnieje). Artykuªy dotycz¡ceanty-uni�kacji: [12], [7], [9]. Ogólnie pomysª stosowania anty-uni�kacji do rekombinacji termówpolega na krzy»owaniu (ang. crossing-over) podstawie«. Dla termów e1 i e2 wynikiem anty-uni�kacji jest term e i podstawienia A1, A2 t. »e e1 = A1e i e2 = A2e. Je±li Ai = [ei,1/x1; � ; ei,n/
xn], rekombinacj¡ e1, e2 b¦dzie [ew1,1/x1; � ; ewn,n/xn]e, gdzie wK jest dowolnym ci¡giemjedynkowo-dwójkowym. Jednak w bogatszych systemach typów jedne podstawienia determinuj¡typ dla innych podstawie« i rekombinacja wymaga dostosowania tej techniki (ograniczeniadopuszczalnych ci¡gów wK tak, by rekombinant byª typizowalny).1.2.9.1 Generalization and GP.Jak podpowiada rozs¡dek, wspólne cechy obiecuj¡cych rodziców nale»y zachowa¢ u potomstwa.Oznacza to, »e rekombinacja powinna respektowa¢ maksymalnie wiele wspólnych cech; cz¦sto niemo»e respektowa¢ (zachowywa¢) wszystkich (porównaj analizy w [13]), w podanej wy»ej formal-izacji oznacza to, »e supremum zawiera wiele termów. Artykuª [4] pokazuje u»yteczno±¢ rekombi-nacji zachowuj¡cej generalizacje pierwszego rz¦du (nie jest to rekombinacja krzy»uj¡ca podstaw-ienia anty-uni�katora, zachowuje si¦ ona bardziej �swobodnie�) u»ywanej ª¡cznie z rekombinacj¡swobodn¡. Ograniczanie si¦ do rekombinacji zachowuj¡cej kontekst wymienianych podtermów(jak rekombinacja krzy»uj¡ca anty-uni�katory) ma oczywiste wady, gdy system GP nie mawsparcia dla duplikacji kodu i wykorzystywania podprogramów (code reuse). Jednak pro-ponowany w niniejszej pracy system wspiera te mechanizmy ewolucji dzi¦ki obsªudze de�nicjilokalnych: mutacja mo»e wprowadzi¢ wykorzystanie w danym miejscu dowolnego podtermu, któryw razie potrzeby zostanie �podniesiony� do de�nicji lokalnej; odpowiedni operator genetyczny zaj-muje si¦ rozwijaniem de�nicji. Rekombinacja zachowuj¡ca kontekst ma du»e znaczenie w kon-tekscie teori �samolubnego genu� nadaj¡c to»samo±¢ jednostkom selecji: wymieniany podterm nietra� w przypadkowe miejsce programu, pozostanie w tej samej pozycji anty-uni�katora. W tensposób selekcja b¦dzie nast¦powaªa ze wzgl¦du na speªnianie funkcji wyznaczonej przez anty-uni�kator dla poszczególnych pozycji. Rekombinacja swobodna (dodatkowo dla j¦zyków nietypi-zowanych, gdzie jest ona rzeczywi±cie swobodna) powoduje nabywanie przez programy du»ychpartii �niekoduj¡cych� � nigdy nie wykonywanych; problem ten jest nazywany �code bloat�. Jestto mechanizm obronny zmniejszaj¡cy prawdopodobie«stwo przecinania przez rekombinacj¦ cen-nych fragmentów koduj¡cych, co zazwyczaj zaburzy ich funkcj¦ (patrz m. in. [2] znakomiciepokazuj¡cy, »e co jest dobre dla genów, nie musi by¢ dobre dla szybko±ci ewolucji).
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1.2.9.2 Recombination agreeing with mutation and second-order anti-uni�cation.Najpierw przedstawimy techniczne poj¦cie kompatybilnych mutacji próbkowych, »eby nast¦pniepoda¢ obrazowe poj¦cie rekombinacji zgodnej z mutacj¡, dodatkowo uzasadniaj¡ce oparcierekombinacji programów na anty-uni�kacji.Pozycja podtermu obejmuje pozycje podtermów tego podtermu. Pozycje w termie nazywamyrozdzielonymi, je±li »aden ich podzbiór nie obejmuje wspólnie wszystkich pozycji obejmowanychprzez pewn¡ pozycj¦ obejmuj¡c¡ te pozycje, oprócz tej pozycji. Tzn. nie istnieje pozycja, obejmu-j¡ca pozycje z tego podzbioru, i nie obejmuj¡ca »adnej pozycji nie obejmowanej przez pozycje zpodzbioru poza sam¡ sob¡. Zde�niujmy zbiór kompatybilnych mutacji próbkowych dla programu
E0 ⊢ e: τ0 (odpowiednio dobranego). Mówimy, »e zastosowano mutacj¦ pi, wK i, je±li dany program
E0 ⊢ e0: τ0 ma w pozycji pi podterm z typizacj¡ Ei ⊢ ei: τi, a wynikowy program ma dla Ti, ei′ =
C(Ei, τi, wK i) posta¢ Ti E0 ⊢ [ei

′/p]e0: Tiτ0. Mutacja jest próbkowa, je±li FV(e1
′ ) ⊂ Dom(E0) oraz»adna zmienna ani staªa ei′ nie wyst¦puje w e0. Mutacje próbkowe s¡ kompatybilne, je±li pozycje

pi s¡ rozdzielone, Ti, ei′ = C(Tπ(1)�Tπ(k)Ei, Tπ(1)�Tπ(k)τi, wK i) dla dowolnego wyboru indeksów πnie zawieraj¡cego i.Mówimy, »e operator rekombinacji jest zgodny z operatorem mutacji, je±li dla dowolnegozbioru M kompatybilnych mutacji próbkowych dowolnego odpowiedniego programu e, dla pro-gramu eK powstaªego z zastosowania mutacji K ⊆ M i programu eL powstaªego z zastosowaniamutacji L ⊆ M , zbiór wszystkich rekombinacji eK , eL skªada si¦ z wszystkich programów pow-staªych przez zastosowanie mutacji N ⊆ M , gdzie K ∩ L ⊆ N ⊆ K ∪ L. Porównajwarunki �respect� i �assortment� z pracy [13].De�nicja pozycji rozdzielonych zostaªa dobrana tak, aby zgodny z mutacj¡ operator rekombi-nacji mógª wogóle istnie¢. Gdyby pozycje nie byªy rozdzielone, rekombinacja nie potra�ªabyokre±li¢, ile wªa±ciwie mutacji zastosowano. Sprawd¹my, co wymusza powy»szy warunek na oper-atorze rekombinacji. Rekombinacja musi okre±li¢ pozycje, w których mutacj¦ zastosowano tylko wjednym z rodziców. W pierwszym kroku oznaczmy pozycje, minimalne w odlegªo±ci od korzenia,o ró»nych etykietach (w gra�e termu) u obu rodziców. W kolejnych krokach oznaczajmy pozycje,których wszyscy potomkowie s¡ ju» oznaczeni. Na koniec wybierzmy minimalne w odlegªo±ci odkorzenia pozycje oznaczone. Rekombinacja polega¢ b¦dzie na wymianie podtermów rodziców natych pozycjach. Je±li podstawimy zmienne w miejscu wybranych pozycji, uzyskamy maksymalnieszczegóªow¡ anty-instancj¦ drugiego rz¦du wzgl¦dem porz¡dku danego przez podstawieniaograniczone do podtermów anty-uni�kowanych programów. Jest to najprostsza posta¢ anty-uni�kacji drugiego rz¦du. Du»o mocniejsz¡ posta¢ anty-uni�kacji drugiego rz¦du podaje [7].Odpowiada ona operatorowi rekombinacji zgodnemu z mutacjami: mutacj¡ podtermu, insercj¡ (awi¦c i delecj¡) oraz permutacj¡ podtermów, przy odpowiednio okre±lonej niezale»no±ci mutacji.Podrozdziaª 3.3 opisuje wªasno±ci anty-uni�kacji Haskera i wy»ej opisanej. W bogatszych sys-temach typów, okre±lenie anty-uni�kacji, a szczególnie rekombinacji, mo»e by¢ trudne.1.2.10 Type systems with constraints.Kluczowym dla naszej sprawy artykuªem jest wedªug mnie [16]. Jak wcze±niej pisaªem, potrzebu-jemy mo»liwie sprawnej metody inferencji typów dla systemu pozwalaj¡cego wyra»a¢ logicznewªasno±ci programów. Systemy z �Guarded Algebraic Data Types�, czyli typami indukcyjnymizawieraj¡cymi charakterystyk¦ logiczn¡ poszczególnych przypadków, s¡ pod tym wzgl¦dembardzo wygodne, co pokazuje chocia»by sukces systemu Coq, stosuj¡cego system typów Calculusof Inductive Constructions, rozszerzaj¡cy system CC o wªa±nie �Guarded Algebraic Data Types�(GADT). Artykuª Simoneta i Pottiera podaje �minimalne� rozszerzenie systemu ML pozwalaj¡cena wygodne posªugiwanie si¦ GADT � sparametryzowany j¦zykiem wyra»ania wi¦zów X systemHMG(X). Jednocze±nie podaje sprawny algorytm inferencji typu. (Dla potrzeb syntezy pro-gramów mo»na rzeczy dodatkowo upro±ci¢ rezygnuj¡c z peªnego mechanizmu �pattern matching�na rzecz prostszej analizy przez przypadki.) Jedyne annotacje, jakich potrzebuje systemHMG(X), to typy dla funkcji rekurencyjnych. Potrzebuje ich dlatego, »e aby wykorzysta¢ mo»li-wo±ci GADT potrzebujemy rekurencji polimor�cznej, a problem inferencji typu dla rekurencjipolimor�cznej jest nierozstrzygalny.
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1.2.10.1 Undecidability of type inference for polymorphic recursion.Do inferencji typu dla j¦zyka ML rozszerzonego o rekurencj¦ polimor�czn¡ (tzw. j¦zyk ML+,albo system Milnera-Mycrofta) proponowano wiele podej±¢. Wa»n¡ prac¡ jest [8], pokazuj¡caredukcj¦ do problemu semi-uni�kacji, oraz podaj¡ca u»yteczny algorytm semi-uni�kacji, pomimonierozstrzygalno±ci samego problemu. Aktualnie prace nad u»yteczno±ci¡ inferencji typu dlarekurencji polimor�cznej prowadzone s¡ np. w ramach projektu badawczego [Research Project:�SEMI-UNIFICATION and Periodicity of Turing Machines� Carlos Camarao, Lucilia Figueiredo,Luigi Laporte, http://www.dcc.ufmg.br/~camarao/SUP/]. Przeprowadzenie inferencji typu dlarekurencji polimor�cznej w systemie HMG(X) jest oczywi±cie trudniejsze, ale wydaje si¦ niemniej osi¡galne ni» w przypadku systemu ML+.1.2.10.2 Type systems for program termination.Kluczowym zagadnieniem poprawno±ci programu jest posiadanie przez niego wªasno±ci stopu.Autorka pracy [18] stosuje iteratory (czy te» rekursory) jako funkcje pierwotne do manipulacjiindukcyjnymi typami danych, nie pozwalaj¡c na rekurencj¦ bezpo±redni¡. Przypomina to sytu-acj¦ w systemie Coq (przed wprowadzeniem konstrukcji Fix), gdzie przy de�nicji typu induk-cyjnego system od razu generuje odpowiednie rekursory (funkcje realizuj¡ce schematy rekursji).Jednak najodpowiedniejszy schemat rekursji dla danego problemu mo»e by¢ bardzo ró»ny odogólnego schematu rekursji dla danego typu danych � warto pozwoli¢ systemowi zrekonstruowa¢odpowiedni schemat rekursji. Mo»na wymusi¢ wªasno±¢ stopu przy pomocy systemu typów.Bardzo prostym, a jednocze±nie ekspresyjnym systemem jest λˆ przedstawiony w [2]. Hongwei Xikonstruuje bardziej ekspresyjny system na bazie swojego j¦zyka DML(X) (DML(X) jest obej-mowany przez HMG(X)) [17]. Pisz¡c funkcj¦ rekurencyjn¡, w prosty sposób wprowadza si¦metryk¦, wzgl¦dem której kolejne wywoªania rekurencyjne maj¡ male¢. (Metryki dopuszczaj¡ m.in. rekurencj¦ wzgl¦dem wielu zmiennych.)1.2.11 Overview of chapters.1.2.11.1 Chapter 2 � Generating terms.First a term generation algorithm for simple type systems, for normal forms, is presented (it cor-responds to theorem proving in intuitionistic propositional calculus). Next, type inference andterm generation algorithms for Damas-Milner type system (ML) are presented, which baseon �operational� interpretation of system rules, and on uni�cation; properties of these algorithmsare given, with proofs. The system λˆ from [2] is presented, original version and one modi�ed toagument the operational interpretation of rules; together with term generation algorithms, basedon algorithms for ML. We describe the similarity between generating β-normal terms and SLD-resolution. Finally, I discuss the problem of optimal introduction of local de�nitions.1.2.11.2 Chapter 3 � Generalization.I present an algorithm for second-order anti-uni�cation restricted to substitutions of subterms fogeneralized terms, I show maximality of generalization and (conditions for) correctness of recom-bination which is based on it, for the Damas-Milner system. Next I discuss the solution for gener-alization from the work [7] and point to an oversight in it. I present a generalization algorithmbased on that solution. I give a mechanism for �nding the least general generalization andaccount for its correctness.1.2.11.3 Chapter 4 � Contributions and future work.Rozdziaª prezentuje rezultaty pracy i zadania postawione do rozwi¡zania przez prac¦. W pier-wszej cz¦±ci zebrane s¡ aspekty nowatorskie pracy. W drugiej cz¦±ci wskazane s¡ dalsze prace,jakie nale»y podj¡¢, na drodze do praktycznej implementacji systemu programowania genety-cznego w j¦zykach z bogatszymi systemami typów.
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Chapter 2Term Generation.2.1 The system of simple types and intuitionistic proposi-tional calculus.W tym podrozdziale zaprezentuj¦ wyniki z pracy [14]. Stanowi¡ one dobre wprowadzenie wproblem genrowania termów, w dobrze zbadanym usytuowaniu intuicjonistycznego rachunkuzda«.2.1.1 The system of natural deduction and the typed λ-calculus.Natural deduction (implicational fragment). Dla uproszczenia, ograniczamy si¦ do imp-likacyjnego fragmentu logiki intuicjonistycznej.De�nition 2.1. Zbiór formuª (implikacyjnego rachunku zda«) jest okre±lony reguªami:1. Je±li A jest formuª¡ atomow¡, to A jest formuª¡.2. Je±li X,Y s¡ formuªami, to X→Y jest formuª¡.W tym podrozdziale u»ywamy zamiennie poj¦¢ formuªa i typ.Dªugo±¢ formuªy |A| de�niujemy
|A| =

{

1 je±li A jest atomowa
|B |+ |C |+ 1 je±li A=B→CDe�nition 2.2. System dedukcji naturalnej NJ jest okre±lony nast¦puj¡cymi reguªami:1. (Aksjomat) Brak.2. (I)

B

A→B3. (E) Modus ponens
A→B A

BDe�nition 2.3. Niech Φ b¦dzie sko«czonym zbiorem formuª i α b¦dzie formuª¡. Piszemy
Φ⊢NJα je±li istnieje dowód α którego zbiorem niezdj¦tych (undischarged) zaªo»e« jest Φ.Type assignment for λ-terms.De�nition 2.4. λ-term jest zde�niowany jako:1. Zmienne x1, x2,� s¡ λ-termami.2. Je±li M,N s¡ λ-termami, to (MN) jest λ-termem.3. Je±li M jest λ-termem i x jest zmienn¡, to (λx.M) jest λ-termem.
(MN) jest nazywany aplikacj¡, a (λx.M) abstrakcj¡.13



De�nition 2.5. Zbiór zmiennych wolnych F (M) jest okre±lony przez:1. F (x)= {x}2. F (MN)= F (M)∪F (N)3. F (λx.M)=F (M)\{x}De�nition 2.6. Je±li M jest λ-termem i α jest typem, to opis M : α jest nazywany przyp-isaniem typu.De�nition 2.7. Zaªo»enie jest przypisaniem typu x: α zmiennej x. Zbiorem zaªo»e« nazy-wamy zbiór Φ = {x1:α1,� , xn:αn} taki, »e xi� xj dla i� j.De�nition 2.8. System typów TAλ jest okre±lony przez reguªy:1. (Aksjomat)
Φ⊢λx:α (x:α∈Γ)2.

Φ⊢λM :α→ β Φ⊢λN :α

Φ⊢λMN : β3.
Φ⊢λM : β

Φ\{x:α}⊢λ λx.M :α→ βCurry-Howard isomorphism.Theorem 2.9.
∃M :λ-term taki, »e

Φ⊢NJα � {x1:α1,� , xn:αn}⊢λM :αoraz F (M)⊆{x1,� , xn}Theorem 2.10. ⊢NJ α� ∃M : domkni¦ty (bez zmiennych wolnych) λ-term taki, »e ⊢M :
α.2.1.2 The proofs in normal form.Beta reduction.De�nition 2.11. (Beta redukcja) Niech M i N b¦d¡ λ-termami i x b¦dzie zmienn¡. λ-termotrzymany z M przez zast¡pienie wszystkich wyst¡pie« x przez N oznaczamy [N/x]M. β-redukcja jest rekurencyjnie okre±lona przez:1. M� βM.2. (λx.M)N� β [N/x]M.3. Je±li M� βN, wtedy λx.M� βλx.N, MP� βNP oraz PM� βPN.4. Je±li L� βM oraz M� βN, to L� βN.
λ-term postaci (λx.M)N jest nazywany β-redeksem.De�nition 2.12. (Posta¢ beta normalna) Je±li λ-term M nie zawiera β-redeksów, wtedy Mjest w postaci β-normalnej. Zbiór wszystkich λ-termów w postaci normalnej jestoznaczany przez βnf. Mówimy, »e term M ma posta¢ β-normaln¡ N wtw. gdy M� β N i
N ∈ βnf.Theorem 2.13. (Twierdzenie �subject reduction�) Je±li Φ⊢M :α i M� βN, to Φ⊢N :α.Normalization theorem.
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Theorem 2.14. (Twierdzenie o normalizacji) Je±li Φ ⊢M : α, to Φ ⊢ N : α dla pewnego λ-termu N ∈ βnf takiego, »e M� βN.2.1.3 Searching for proofs.The sequent calculus NJβ. Kolejne zastosowania reguªy (I) daj¡
A1�An
B

A1→� →An→B
I*Kolejne zastosowania reguªy (E) daj¡

A1→� →An→B A1 � An
B

E*W szczególno±ci, B staje si¦ formuª¡ atomow¡ w (I*) oraz (E*). Kiedy »adna inferencja niepojawia si¦ powy»ej A1 → � → An→ B w (E*), jest ona w zbiorze Γ zaªo»e«. Kiedy Ai nie jestatomowa, mamy nast¦puj¡cy dowód ponad Ai:
Ai1�Aik
Ai0

Ai1→� →Aik→Ai0
I*Zde�niujemy rachunek sekwentów NJβ. Intuicyjnie, dowód w NJβ otrzymuje si¦ przez koncen-tracj¦ wyst¡pie« formuª atomowych jak B i Ai0. Dowód w NJβ odpowiada �dªugiej postaci nor-malnej� (ang. long normal form) w λ-rachunku z systemem typów prostych oraz �rozszerzonejpostaci normalnej� (ang. expanded normal form) Systemu Dedukcji Naturalnej Prawitza.(Zamiast oznacze« H oraz T z pracy [14] u»yj¦ oznacze« B jak �body� oraz H jak �head�.)De�nition 2.15. Maj¡c dan¡ formuª¦ X = A1 → � → An → A z atomow¡ A, de�niujemy

B(X)= {A1,� , An} oraz H(X)=A. Je±li n= 0, to H(X) = ∅.U»ywamy liter greckich Φ, ∆ etc. na oznaczenie zbiorów formuª. Φ, ∆ oznacza sum¦ zbiorów
Φ i ∆.De�nition 2.16. System dedukcji naturalnej N Jβ jest zde�niowany nast¦puj¡cymireguªami:1. (Aksjomat)

Φ⊢A, je±li A∈Φ i A jest atomowa2. (Inferencja)
B(A1),Φ⊢H(A1) � B(An),Φ⊢H(An)

Φ⊢Aje±li A1→� →An→A nale»y do Φ oraz A jest atomowa.Theorem 2.17. Niech Φ b¦dzie zbiorem formuª i A formuª¡.
Φ⊢NJA � Φ⊢NJβ

AThe deduction tree. Szukamy dowodu sekwentu Φ ⊢A (dowód formuªy A dany jest przy Φ =
∅). Algorytm Search bierze jako wej±cie sekwent Φ ⊢ A z atomow¡ A oraz list¦ ξ sekwentów±ledz¡c¡ ±cie»k¦ dowodu, aby wykry¢ zap¦tlenie. Algorytm zwraca drzewo sekwentów którychwnioskami s¡ formuªy atomowe. Li±cie drzewa maj¡ trzy rodzaje etykiet: �aksjomat�, �p¦tla�,�stop�. Nazywamy je drzewem dedukcyjnym. Drzewem dowodowym albo dowodem nazywamydrzewo, w którym w¦zeª powstaje przez zastosowanie reguªy inferencji systemu dedukcyjnego dojego synów, a li±cie powstaj¡ przez zastosowanie reguªy �aksjomat�.
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De�nition 2.18. Search(Φ⊢A; ξ):1. A∈Φ. Zwró¢ w¦zeª A∈Φ z etykiet¡ �aksjomat�.2. A � Φ.a. Φ⊢A∈ ξ. Zwró¢ w¦zeª Φ⊢A z etykiet¡ �p¦tla�.b. Φ⊢A � ξ.i. Φ nie zawiera »adnej Ai takiej, »e T (Ai) = A. Zwró¢ w¦zeª Φ ⊢ A zetykiet¡ �stop�.ii. Φ zawiera Ai takie, »e T (Ai) = A. Niech A1, � , Am b¦d¡ wszystkimitakimi formuªami oraz Ai = B1
i → � → Bni

i → A (i = 1, � , m). Mamy
H(Ai)= {B1

i,� , Bni

i }. Stosuj¡c algorytm rekurencyjnie, mamy
uj
i = Search((B(Bj

i),Φ)⊢H(Bj
i); (Φ⊢A)+ ξ)dla i= 1,� ,m oraz j= 1,� , ni.1. Dla pewnych (niedeterminizm) 1 6 i 6 m, wszystkie u1

i , � , uni

i s¡dowodami. Zwró¢ dowód postaci
u1
i � uni

i

Φ⊢A2. Dla ka»dego i = 1, � , m, pewne (niedeterminizm) drzewo uji
i niejest dowodem (1 6 ji 6 ni). Zwró¢ drzewo, którego korzeniem jest

Φ⊢A a synami korzenia s¡ uj11 ,� , ujmm .Niedeterminizm algorytmu nie dotyczy rodzaju odpowiedzi: dowód czy obalenie, a jedynie tego,który konkretnie dowód (które obalenie) zostanie zwrócony. ǫ oznacza ci¡g pusty.Theorem 2.19. Niech A b¦dzie formuª¡ i t = Search(∅ ⊢ A; ǫ). Je±li A jest dowodliwa wlogice intuicjonistycznej, to wszystkie li±cie t s¡ etykietowane przez �aksjomat� i drzewojest dowodem A.De�nition 2.20. Je±li drzewo zawiera etykiet¦ �stop� albo �p¦tla�, nazywamy je drzewemobalenia.Theorem 2.21. (Zatrzymywanie si¦ poszukiwania) Dla ka»dego sekwentu Φ ⊢ A, algorytmSearch zatrzymuje si¦ (ko«czy prac¦).Theorem 2.22. Niech A b¦dzie formuª¡, t= Search(∅ ⊢A; ǫ). Je±li A nie jest dowodliwa wlogice intuicjonistycznej, to t jest drzewem obalenia.Drzewo obalenia pozwala wtedy ªatwo skonstruowa¢ kontr-model.2.1.4 The algorithm generating λ-terms.
λ-termy w dªugiej postaci normalnej (ang. η-long β-normal form) s¡ podstaw¡ dziaªania algo-rytmu Search: izomor�zm Curry'ego-Howarda wykorzystuje si¦ w dowodzie twierdzenia 2.17. Otowersja zwracaj¡ca termy; nie potrzebujemy wtedy drzewa obalenia. Niech Φ b¦dzie zbioremzaªo»e«, a A typem. Wtedy Search(Φ, A; ξ):1. x:A∈Φ. Zwró¢ x.2. A � Φ.a. Φ⊢A∈ ξ. Wywoªaj wyj¡tek �p¦tla�.b. Φ⊢A � ξ.i. Φ nie zawiera »adnego x:Ai takiego, »e T (Ai)=A. Wywoªaj wyj¡tek �stop�.
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ii. Φ zawiera xi: Ai takie, »e T (Ai) = A. Niech x1: A1, � , xm: Am b¦d¡ wszys-tkimi takimi przypisaniami typu oraz Ai=B1
i → � → Bni

i → A (i= 1, � , m).Mamy H(Ai) = {B1
i, � , Bni

i }. Niech B(Bj
i) = {Bj

i,1
, � , Bji,ki,j}. Niech xj

i,kb¦d¡ nowymi zmiennymi. Stosuj¡c algorytm rekurencyjnie, mamy
uj
i = Search(({xj

i,1:Bj
i,1
,� , xji,ki,j:Bj

i,ki,j},Φ), H(Bj
i); (Φ⊢A)+ ξ)dla i= 1,� ,m oraz j= 1,� , ni.1. Dla pewnych (niedeterminizm) 1 6 i 6 m, wszystkie u1

i , � , uni

i s¡obliczone. Zwró¢ term postaci
(� (xi (λx1

i,1�λx1
i,ki,1.u1

i)) � (λx1
i,1�λx1

i,ki,1.uni

i ))2. Dla ka»dego i = 1, � , m, pewne ujii nie jest obliczone (wywoªanowyj¡tek) (16 ji6ni). Wywoªaj wyj¡tek.
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2.2 Damas-Milner Type System: type inference and termgeneration.Generowanie termu dla danego typu jest �odwrotno±ci¡� inferencji typu dla danego termu. Obieoperacje s¡ dowodzeniem, w pierwszym przypadku, »e typ jest zamieszkaªy, w drugim, »e termjest poprawnie typowany (ang. well-typed). Reguªami dowodzenia s¡ reguªy obranego systemutypów, które ª¡cz¡ termy i typy. W tym rozdziale opieram si¦ na ksi¡»ce [11], rozdziaª 1. �Apolymorphic applicative language�.Wprowad¹my oznaczenia:De�nition 2.23. Generalization
G(τ , E) = ∀α1,� , αn.τwhere α1,�αn are exactly these free variables of τ, which do not occur in E.If E = [x1: τ1; x2: τ2; � ; xk: τk], and 1 6 n6 k then we write E(n) = xn: τn and E(xn) = τn.For length we write Ē = k.De�nition 2.24. Concretization of a type for a variable from environment: τ is a con-cretization of a type of variable x from environment E

τ 6E(x) ≡ E=� ;x: ∀α1�αn.σ;� and τ = [τ1/α1;� ; τn/αn]σfor some τ1,� , τn. A type σ is more general than τ

τ 6σ ≡ τ = ∀γ1� γm.τ ′∧σ= ∀α1�αn.σ ′∧ τ ′= [τ1/α1;� ; τn/αn]σ
′for some τ1,� τn. Substitution T = [τ1/α1;� ; τn/αn] denotes replacement of free occurrencesof variables αi by corresponding types τi.De�nition 2.25. Typing rules for the Mini-ML language:1. VAR: Variables.

τ 6E(x)
E ⊢ x: τ2. FIX: Functions.

E.f :σ→ τ .x:σ ⊢ e: τ

E ⊢ (�x fx.e):σ→ τ3. APP: Applications.
E ⊢ e:σ→ τ E ⊢ e′:σ

E ⊢ ee′: τ4. LET: Local bindings.
E ⊢ e′:σ E.x: G(σ,E)⊢ e: τ

E ⊢ (letx= e′ in e): τDopuszczam n-arne konstruktory typów, np. nularny int, unarny list α, binarny pair(α, β). Ostaªych mo»na zaªo»y¢, »e s¡ zmiennymi pocz¡tkowego ±rodowiska. Za [Leroy92] pomijam kon-strukcj¦ λ-abstrakcji ABS
E.x:σ ⊢ e: τ

E ⊢λx.e:σ→ τponiewa» jest ona równowa»na FIX dla nowej nazwy f nie wyst¦puj¡cej w e. W rozwa»anych wtym rozdziale systemach typów (systemie Mini-ML, rozszerzonym nast¦pnie o indukcyjne typydanych) kwanty�kator wyst¦puje tylko na zewn¡trz, tzn. ka»dy typ ma posta¢ ∀α1�αn.τ (lub τdla n= 0) oraz ∀ nie wyst¦puje w τ . Je±li typ zadany dla generowanego termu ma tak¡ posta¢, todo algorytmu generuj¡cego przekazujemy [d1/α1; � ; dn/αn]τ , gdzie di s¡ nowymi staªymi typu(nularnymi konstruktorami typu). W algorytmach zakªadamy, »e kwanty�kator nie wyst¦puje wzadanym typie.
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Lemma 2.26. When E ⊢ τ and type constants d1,� , dn do not occur in E, then
E ⊢∀α1�αn.[α1/d1;� ;αn/dn]τ2.2.1 Type inference algorithm W and term generation algorithm C.Przyjrzyjmy si¦ algorytmowi W tak jak jest on podany w [11]. Kolejne kroki algorytmuodpowiadaj¡ kolejnym konstrukcjom j¦zyka. Je±li E jest zbiorem zaªo»e« (±rodowiskiem), ewyra»eniem, V zbiorem nowych zmiennych typu i W ko«czy z powodzeniem, to W(E, e, V ) = (T ,

τ , V ′), gdzie τ jest najogólniejszym typem e, T takie »e TE jest odpowiednim podstawieniempod zmienne w E, V ′ s¡ pozostaªymi zmiennymi. U = U(τ , σ) jest (najogólniejszym) uni�ka-torem typów τ , σ.De�nition 2.27. W(E, e, V )= (T , τ , V ′), where match e with:1. e=x (VAR: Variables). T = ∅ and for x: ∀α1�αn.σ ∈E let
τ = [βK /αK ]σ

V ′ = V ′
r βK

T = ∅2. e=�x fx.e1 (FIX: Functions). Let
V = {β, β1}∪̇V ′′

(R, ρ, V ′) = W(E.f : β1→ β.x: β1, e1, V
′′)

U = U(Rβ, ρ)

T = UR

τ = UR (β1→ β)3. e= f g (APP: Applications). Let
(R, ρ, V1) = W(E, f , V )

(S, σ, V2) = W(RE, g, V1)

U = U(Sρ, σ→ β)

V ′ = V2 \ {β}

T = USR

τ = Uβ4. e= letx= f in g (LET: Local bindings). Let
(R, ρ, V1) = W(E, f , V )

(S, σ, V ′) = W(RE.x: G(ρ,RE), g, V1)

T = SR

τ = σAlgorytm ten najpierw rozgaª¦zia si¦ na poszczególne zmienne, a nast¦pnie uni�kuje zgromad-zon¡ informacj¦. Algorytm generuj¡cy termy b¦dzie rozdzielaª informacje o typie, tak »e gdyRzdecyduje si¦� na zmienn¡, jej typ b¦dzie ju» (w odpowiednim stopniu) okre±lony. Algorytmzawodzi dla danej ±cie»ki wyborów, je±li nie odnajdzie odpowiedniej zmiennej w ±rodowisku.Zwrócony term ma typ bardziej konkretny ni» typ zadany, zwrócone jest te» odpowiednie pod-stawienie. Je±li E jest ±rodowiskiem, τ typem, wK ci¡giem liczb naturalnych nazywanym ci¡giemalbo ±cie»k¡ wyborów, to albo C(E, τ , V , wK ) = (T , e, V ′, wK ′), albo C nie jest okre±lone, gdzie e jesttypu Tτ w ±rodowisku T E, V ′ s¡ niewykorzystanymi zmiennymi typu z V , wK ′ s¡ niewykorzys-tanymi wyborami: wi′ = wi+k dla pewnego k. Zazwyczaj b¦dziemy pomija¢ ci¡g wyborów i pisa¢
C(E, τ , V ) = (T , e, V ′), co oznacza, »e równo±¢ zachodzi dla pewnego ustalonego ci¡gu wyborów
wK i zakªadaj¡c odpowiedni wK ′. Mo»na przyj¡¢ dowolny niesko«czony zbiór zmiennych V i pisa¢
C(E, τ) = (T , e) zakªadaj¡c odpowiedni V ′.
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De�nition 2.28. C(E, τ , V , wK )= (T , e, V ′, wK ′), where for (w1mod 4) equal1. VAR: Variables. For E(w2mod Ē )=x: ∀α1�αn.σ let
U = U (τ , [β1/α1]� [βn/αn]σ)

V = {βi|1 6 i6n}∪̇V ′

e = x

T = U

wi
′ = wi+2If the uni�er does not exist, C is unde�ned.2. FIX: Functions. If τ = σ→ ρ, let

(R, e1, V
′, wK 1) = C(E.f : τ .x:σ, ρ, V , (wi+1))

T = R

e = �x fx.e1
wK ′ = wK 1where f , x are new variables. If τ =α, where α is a type variable, for β1, β ∈V let

R = [β1→ β/α]

(S, e1, V ′, wK 1) = C(RE.f : β1→ β.x: β1, β , V \ {β1, β}, (wi+1))

T = SR

e = �x fx.e1where f , x are new variables. If τ has a di�erent form, C is unde�ned.3. APP: Applications. For β ∈V let
(R, f , V1, wK 1) = C(E, β→ τ , V \ {β}, (wi+1))

(S, g, V ′, wK 2) = C(RE,Rβ, V1, wK 1)

T = SR

e = fg

wK ′ = wK 24. LET: Local bindings. For β ∈ V let
(R, f , V1, wK 1) = C(E, β, V \ {β}, (wi+1))

(S, g, V ′, wK 2) = C(RE.x: G(Rβ,RE), Rτ , V1, wK 1)

T = SR

e = letx= f in g
wK ′ = wK 2Algorytmy dokonuj¡ podstawie« w ±rodowisku dla komunikowania informacji o konstruowanymtypie: wynikowym typie wyra»enia dla algorytmu inferencji oraz konkretyzacji zadanego typu dlaalgorytmu C.2.2.1.1 Soundness.Dla algorytmów generuj¡cych zadany j¦zyk, wªasno±¢ algorytm ⊆ j¦zyk nazywamypoprawno±ci¡, a wªasno±¢ j¦zyk ⊆ algorytm peªno±ci¡. Dowody dla W pochodz¡ z [11].Poka»emy najpierw poprawno±¢:Theorem 2.29. Let e be an expression, E an environment, V a set of type variables. If

(T , τ , V ′)=W(E, e, V ) is de�ned, then we can derive TE ⊢ e: τ.Proof. Przez indukcj¦ wzgl¦dem budowy termu:1. e = x (VAR: Variables). Mamy T = ∅ i τ = [β1/α1; � ; βn/αn]σ, gdzie E(x) = ∀α1�αn.σ,czyli τ 6E(x), sk¡d E ⊢x: τ .
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2. e=�x fx.e1 (FIX: Functions). Z zaª. ind. mamy:
(R, ρ, V1) = W(E, e1, V \ {β1, β})

R(E.f : β1→ β.x: β1) ⊢ e1: ρZ lematu o podstawianiu, podstawiamy U po obu stronach, korzystamy z T =UR:
T (E.f : β1→ β.x: β1)⊢ e1:Uρgdzie U jest uni�katorem Rβ i ρ, mamy wi¦c Tβ=Uρ. Pokazali±my w ten sposób, »e:

TE.f : (Tβ1→Tβ).x:Tβ1⊢ e1:TβStosuj¡c reguª¦ typizowania funkcji (FIX), mamy:
TE ⊢ (�x fx in e1):Tβ1→TβTo oczekiwany rezultat, poniewa» τ =T (β1→ β) =Tβ1→Tβ.3. e= f g (APP: Applications). Z zaª. ind. mamy:

RE ⊢ f : ρ

SRE ⊢ g:σStosuj¡c lemat o podstawianiu:
SRE ⊢ f :SρPoniewa» U uni�kuje Sρ i σ→ β, mamy

USRE ⊢ f :U(σ→ β)Bior¡c T =USR, z lematu o podstawianiu (drugie równanie) mamy:
TE ⊢ f :Uσ→Uβ

TE ⊢ g:UσTeraz z reguªy typowania APP mamy
TE ⊢ f g:Uβco jest oczekiwanym wynikiem τ =Uβ.4. e= letx= f in g (LET: Local bindings). Z zaª. ind. mamy:

RE ⊢ f : ρ

S(RE.x: G(ρ,RE)) ⊢ g:σPrzemianowuj¡c zmienne zwi¡zane w G(ρ,RE) mo»na pokaza¢
G(Sρ, SRE)=S(G(ρ,RE))Bior¡c T =SR mamy:

TE ⊢ f :Sρ

TE.x: G(Sρ, TE) ⊢ g:σStosuj¡c reguª¦ typowania LET:
TE ⊢ letx= f in g:σi τ = σ jak oczekiwali±my.

�Theorem 2.30. Let τ be a type, E an environment, V a set of type variables. If (T , e,
V ′)= C(E, τ , V ) is de�ned, we can derive TE ⊢ e:Tτ.Proof. Przez indukcj¦ na zªo»ono±¢ generowanego termu:1. e = x (VAR: Variables). Gdy σ 6 E(x), to Tσ 6 T E(x). Poniewa» T jest uni�katorem σoraz τ , a wi¦c Tτ 6TE(x), st¡d z reguªy typowania VAR mamy TE ⊢x:Tτ .

2.2 Damas-Milner Type System: type inference and term generation. 21



2. e= �x fx.e1 (FIX: Functions). τ = σ→ ρ albo τ =α. W pierwszym przypadku, korzystaj¡cz zaª. ind. mamy
R(E.f : τ .x:σ) ⊢ e1:Rρ

RE.f :Rσ→Rρ.x:Rσ ⊢ e1:RρStosuj¡c reguª¦ typizowania funkcji (FIX), mamy:
RE ⊢ (�x fx in e1):Rσ→RρTo oczekiwany rezultat, poniewa» Tτ = Rτ = Rσ→ Rρ dla T = R. W drugim przypadkuanalogicznie: korzystaj¡c z zaª. ind. mamy
S(RE.f : β1→ β.x: β1) ⊢ e1:Sβ

SRE.f :Sβ1→Sβ.x:Sβ1 ⊢ e1:SβStosuj¡c reguª¦ typizowania funkcji (FIX), mamy:
SE ⊢ (�x fx in e1):Sβ1→SβTo oczekiwany rezultat, poniewa» Tτ =SRτ =Sβ1→Sβ dla T =SR.3. e= f g (APP: Applications). Z zaª. ind. mamy:

RE ⊢ f :R(β→ τ )

SRE ⊢ g:SRβStosuj¡c lemat o podstawianiu, bior¡c T =SR:
TE ⊢ f :Tβ→TτTeraz z reguªy typowania APP mamy
TE ⊢ fg:Tτco jest oczekiwanym wynikiem.4. e= letx= f in g (LET: Local bindings). Z zaª. ind. mamy:

RE ⊢ f :Rβ

S(RE.x: G(Rβ,RE)) ⊢ g:SRτPrzemianowuj¡c zmienne zwi¡zane w G(Rβ,RE) mo»na pokaza¢:
G(SRβ, SRE)=S(G(Rβ,RE))Bior¡c T =SR mamy:

TE ⊢ f :Sρ

TE.x: G(SRβ, TE) ⊢ g:TτStosuj¡c reguª¦ typowania LET:
TE ⊢ (letx= f in g):Tτ

�2.2.1.2 Completeness.Teraz poka»emy peªno±¢, najpierw algorytmu W , za [11].Theorem 2.31. Let e be an expression, E an environment, V an in�nite set of variablessuch, that V ∩ F (E) = ∅. If there exists type τ ′ and substitution T ′ such that T ′E ⊢ e: τ ′,then (T , τ , V ′)=W(E, e, V ) is de�ned, and there exists a substitution P such that
τ ′=Pτ and T ′=PT outside V
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Proof. Przez indukcj¦ wzgl¦dem zªo»ono±ci e:1. e = x (VAR: Variables). Poniewa» T ′E ⊢ x: τ ′, mamy x ∈ Dom(T ′E) i τ ′ 6 T ′E(x). x ∈Dom(E), wi¦c W(E, x, V ) jest okre±lony i zwraca
τ = [β1/α1;� ; βn/αn]τx

T = ∅

V ′ = V \ {β1,� , βn}Niech E(x) = ∀α1�αn.τx, gdzie αi ∈ V ′ nie wyst¦puj¡ w T ′. Mamy T ′E(x) =
∀α1�αn.T ′τx. Niech R b¦dzie podstawieniem pod αi t. »e τ ′=RT ′τx. We¹my

P =RT ′[α1/β1;� ;αn/βn]Mamy Pτ =RT ′τx= τ ′. Co wi¦cej, α � V nie s¡ ani αi, ani βi, wi¦c Pα=RT ′α= T ′α. Todaje oczekiwany rezultat, bo PT =P dla T = ∅.2. e = �x fx.e1 (FIX: Functions). Wyprowadzenie typu τ ′ ko«czy si¦ zastosowaniem reguªyFIX:
T ′E.f : (ρ1

′ → ρ′).x: ρ1
′ ⊢ e1: ρ′

T ′E ⊢ (�x fx in e1): ρ1
′ → ρ′Wybierzmy β1, β ∈V jak w algorytmie. Okre±lmy ±rodowisko E1 i podstawienieR′ przez

E1 = E.f : β1→ β.x: β1

R′ = T ′[ρ1
′/β1; ρ′/β]Mamy R′E1 =T ′E.f : ρ1

′ → ρ′.x: ρ1
′ . Stosuj¡c zaª. ind. do e1, E1, R

′, ρ′ mamy:
(R, ρ, V1) = W(E1, e1, V \ {β1, β})

ρ′ = P1ρ

R′ = P1R poza V \ {β1, β}W szczególno±ci, P1Rβ = R′β = ρ′, st¡d P1 jest uni�katorem Rβ i ρ. St¡d istniejenajbardziej ogólny uni�kator tych typów: nazwijmy go U � i W(E, e, V ) (tzn. wywoªanie
U(Rβ, ρ)) jest dobrze okre±lony. Niech P b¦dzie podstawieniem t. »e P1 =PU . Poka»emyteraz, »e P speªnia »¡danie twierdzenia. Mamy:

Pτ = PUR(β1→ β) z de�nicji τ w algorytmie
= P1R(β1→ β) z de�nicji P
= R′(β1→ β) bo β1, β � V \ {β1, β}

= ρ1
′ → ρ′ przez konstrukcj¦ R′(T ′ nie dziaªa na ρ1

′ i ρ′). Co wi¦cej, dla ka»dej zmiennej γ � V :
PTγ= PURγ z de�nicji T w algorytmie

= P1Rγ z de�nicji P
= R′γ bo γ � V
= T ′γ bo γ � V poci¡ga γ � β1∧ γ � βc.b.d.o.3. e= f g (APP: Applications). Wyprowadzenie τ ′ ko«czy si¦ z

T ′E ⊢ f :σ ′→ ν ′ T ′E ⊢ g:σ ′

T ′E ⊢ f g: ν ′Stosuj¡c zaª. ind. do f ,E, σ ′→ ν ′, T ′ otrzymujemy
(R, ρ, V1) = W(E, f , V )

σ ′→ ν ′ = P1ρ

T ′ = P1R poza V
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W szczególno±ci, T ′E = P1RE. Stosujemy zaª. ind. do g, RE, σ ′, P1, V1. P1 jest dobre, bo
T ′E=P1RE.

(S, σ, V2) = W(RE, g, V1)

σ ′ = P2σ

P1 = P2S poza V1Mamy P1ρ=P2Sρ. Niech P3 =P2[ν ′/β]. Mamy:
P3Sρ = P2Sρ=P1ρ=σ ′→ ν ′

P3(σ→ β) = P2σ→ ν ′= σ ′→ ν ′

P3 jest wi¦c uni�katorem Sρ i σ→ β. Te typy maj¡ wi¦c najogólniejszy uni�kator, W(E,
f g, V ) jest dobrze okre±lone. W dodatku, mamy P3 = P4U dla pewnego P4. Terazpoka»emy, »e P =P4 speªnia wymagania stwierdzenia. Mamy:

Pτ =P4Uβ=P3β= ν ′a dla wszystkich γ � V
PTγ= P4USRγ z de�nicji T

= P3SRγ z de�nicji P4

= P2SRγ bo γ � β, β nie wyst. w R,S

= P1Rγ bo Rγ � V1

= T ′γ bo γ � V4. e= letx= f in g (LET: Local bindings). Wyprowadzenie τ ′ ko«czy si¦ z:
T ′E ⊢ f : ρ′ T ′E.x: G(ρ′, T ′E)⊢ g:σ ′

T ′E ⊢ (letx= f in g):σ ′Stosujemy zaª. ind. do f ,E, V , ρ′, T ′. Otrzymujemy
(R, ρ, V1) = W(E, f , V )

ρ′ = P1ρ

T ′ = P1R poza VW szczególno±ci, T ′E = P1R E. (Teraz sfaktoryzujemy ±rodowisko wyprowadzenia σ ′.)�atwo sprawdzi¢, »e P1G(ρ, R E) jest bardziej (nie mniej) ogólne ni» G(P1ρ, P1R E).2.1Poniewa» mo»emy wyprowadzi¢
T ′E.x: G(ρ′, P1RE)⊢ g:σ ′z nast¦puj¡cego lematu:Lemma 2.32. Niech E, E ′ b¦d¡ ±rodowiskami t. »e Dom(E) = Dom(E ′) i E ′(x) >

E(x) dla wszystkich x∈Dom(E). Je±li E ⊢ e: τ, to E ′⊢ e: τ.wynika, »e mo»emy równie» wyprowadzi¢
T ′E.x:P1G(ρ,RE)⊢ g:σ ′czyli
P1(RE.x: G(ρ,RE))⊢ g:σ ′Stosujemy teraz zaª. ind. do g,RE.x: G(ρ,RE), σ ′, P1, otrzymuj¡c

(S, σ, V ′) = W(RE.x: G(ρ,RE), g, V1)

σ ′ = P2σ

P1 = P2S poza V12.1. Niech P1G(ρ, R E) = P1∀α1�αn.ρ1 = ∀α1�αn.P1ρ1; natomiast G(P1ρ, P1R E) = G(∀αi�αn.P1ρ1,

P1R E) oraz α1�αi−1 nie wyst¦puj¡ w R E; zmienne nie wyst¦puj¡ce w P1R E� które wyst¦puj¡ w R E, tote, pod które podstawia P1; ale one nie wyst¦puj¡ w P1ρ1.
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Algorytm bierze τ = σ i T = S R. Poka»emy, »e P = P2 speªnia wymagania stwierdzenia.Mamy Pτ =σ ′. I je±li γ � V , czyli γ � V1:
PTγ= P2SRγ z de�nicji T

= P1Rγ bo Rγ � V1

= T ′γ bo γ � VSt¡d T ′=PT poza V , jak oczekiwano.
�Teraz sprawdzimy peªno±¢ algorytmu C. Wprowad¹my najpierw inne poj¦cie ogólno±ci typu:De�nition 2.33. Type σ is more general than τ

τ 4σ≡ there exists substitution P : Pσ= τSubstitution S is more general than R

R4S ≡ there exists substitution P : PS=R

≡ Dom(S)⊆Dom(R) i ∀α∈Dom(S):Rα4SαTheorem 2.34. Let e be an expression, E an environment. For any type τ and substitu-tion T ′ such that T ′E ⊢ e: T ′τ and F (T ′) ∩ Dom(T ′) = ∅, for in�nite set of variables V dis-joint with F (E) and F (T ′), for some path of choices the following holds: (T , e, V ′) = C(E,
τ , V ) and T ′4T outside V.Proof. Przez indukcj¦ wzgl¦dem zªo»ono±ci e:1. e = x (VAR: Variables). Poniewa» T ′E ⊢ x: τ ′, mamy x ∈ Dom(E) i T ′τ 6 T ′E(x).Wybieramy VAR w C(E, τ , V ) i zmienn¡ x z E. Niech E(x) = ∀α1�αn.σ. Poniewa» T ′τ 6

T ′E(x), wi¦c istnieje uni�kator
U =U(τ , [β1/α1;� βn/αn]σ)gdzie βi ∈ V , βi � V ′. Poniewa» U jest najogólniejszym uni�katorem a T ′ rozszerzony opodstawienia nad βi (oznaczone wcze±niej [τi/αi], ale αi ↔ βi) te» jest uni�katorem, wi¦c

T ′=SU poza V . Tak wi¦c dla T =U mamy T ′4T poza V .2. e=�x fx.e1 (FIX: Functions). Wyprowadzenie typu T ′τ ko«czy si¦ z
T ′E.f : (σ ′→ ρ′).x:σ ′⊢ e1: ρ′

T ′E ⊢ (�x fx in e1):σ ′→ ρ′Typ τ jako ogólniejszy ma posta¢ σ→ ρ albo α (gdzie α jest zmienn¡ typu). Rozpatrzmynajpierw przypadek σ→ ρ. Z zaª. ind. dla T ′ i ρ′ (T ′ρ= ρ′) mamy: istnieje ci¡g wyborówdaj¡cy
(R, e1, V1) = C(E.f : τ .x:σ, ρ, V )oraz T ′4R poza V . Teza wynika z T =R.W przypadku τ = α, R = [β1 → β/α], gdzie β1, β ∈ V wprowadzone przez algorytm.Poniewa» T ′α = σ ′ → ρ′, T ′ mo»na zmody�kowa¢: U = U(T ′α, β1 → β), T ′′ = (T ′ \ {α�

σ ′→ ρ′})U . Z zaª. ind. dla T ′′ i β1→ β mamy
(S, e1, V1)= C(RE.f : β1→ β.x: β1, β , V \ {β1, β})oraz T ′′4S poza V \ {β1, β}. Ale T ′′(β1→ β)=T ′α, wi¦c T ′′R=T ′, st¡d T ′4SR=T .3. e= f g (APP: Applications). Wyprowadzenie T ′τ ko«czy si¦ z

T ′E ⊢ f :σ ′→ τ ′ T ′E ⊢ g:σ ′

T ′E ⊢ f g: τ ′
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Niech T1 = [σ ′/β]T ′ (co nie stwarza problemów, bo β nie wyst. w T ′), stosuj¡c zaª. ind.do T1 i β→ τ (zachodzi T1(β→ τ )=T1β→T1τ =σ ′→T ′τ = σ ′→ τ ′)
(R, f , V1)= C(E, β→ τ , V \ {β})oraz T1 4 R poza V \ {β}. Niech T2: T1 = T2R poza V \ {β}, zastosujmy zaª. ind. do T2,

RE,Rβ (T2Rβ=T1β=σ ′):
(S, g, V2)= C(RE,Rβ, V1)

T2 4 S poza V1 (niech T3: T2 = T3S poza V1), a wi¦c T1 4 S R poza V \ {β} (bo V1 ⊆ V \
{β}), czyli T ′4SR=T poza V (bo β ∈V ).4. e= letx= f in g (LET: Local bindings). Wyprowadzenie T ′τ ko«czy si¦ z

T ′E ⊢ f : ρ′ T ′E.x: G(ρ′, T ′E)⊢ g: τ ′

T ′E ⊢ (letx= f in g): τ ′Stosujemy zaª. ind. do [ρ′/β]T ′

(R, f , V1)= C(E, β, V \ {β})mamy [ρ′/β]T ′ 4 R, czyli [ρ′/β]T ′ = T1R, poza V \ {β}. Analogicznie jak przy dowodziedla algorytmu W pokazuje si¦, »e mo»emy wyprowadzi¢
T ′E.x:T1G(Rβ,RE)⊢ g: τ ′Stosujemy wi¦c zaª. ind. do powy»szego, bior¡c E ′=RE.x: G(Rβ,RE)

(S, g, V2)= C(RE.x: G(Rβ,RE), τ , V1)oraz T1 4S poza V1. St¡d T ′4SR=T poza V , bo V1⊂V i β ∈V .
�Zobaczmy, »e C w pewnym sensie odtwarza, podobnie jak W , najogólniejszy typ skon-struowanego termu.Corollary 2.35. If β is a type variable not occurring in E, β � V, and C(E, β, V ) = (T , e,

V1), then for any type τ and substitution T ′, β � F (τ )∪F (T ′), for which T ′E ⊢ e: τ, we have
T ′4T outside V ∪{β} i τ 4Tβ.Proof. Zaªó»my, »e dla wyborów wK 1 i wK 2 zachodzi C(E, β, V , wK 1) = (R, e, V1) oraz C(E, β, V ,
wK 2) = (S, e, V2). Sprawdzaj¡c, »e przebiegi algorytmu si¦ dokªadnie pokrywaj¡ (przez indukcj¦wzgl¦dem e), czyli »e C(E, β, V , wK 1)= C(E, β, V , wK 2), otrzymujemy, »e R=S.Rozszerzmy T ′ do T ′′ = [τ/β]T ′. Mamy T ′′E ⊢ e: T ′′β. Ze stwierdzenia 2.34 dla pewnej ±cie»kiwyborów wK 1 i C(E, β, V , wK 1) = (R, e, V1) mamy T ′′ 4R poza V , ale R= T , wi¦c T ′′ 4 T poza V ,a st¡d T ′4T poza V ∪ {β} i τ =T ′′β4Tβ. �2.2.2 Extending the language with the construct case.Dotychczasowy system typów nie traktowaª w »aden sposób struktur danych. U±ci±limy go podtym wzgl¦dem i wprowadzimy do j¦zyka manipulacj¦ tzw. indukcyjnymi strukturami danych:konstruktory oraz dekonstruktor analizy przez przypadki case. Zaprezentowany system typówodpowiada systemowi λˆ z [2] z pomini¦ciem etapów (stages), które wprowadzimy w nast¦pnymrozdziale. W kwestii szczegóªów de�nicji odsyªam do [2].De�nition 2.36. Typing rules for the inductive structures:1. VAR: Variables...2. FIX: Functions...3. APP: Applications...

26 Term Generation.



4. LET: Local bindings...5. CASE: Deconstruction
E ⊢ e′: dτK E ⊢ ei: InstciτK → θ (1 6 i6n)

E ⊢ case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en}: θ
if C(d) = {c1,� , cn}6. Instead of the rule: CONS: Constructor

E ⊢ c: InstcτK → dτK if c∈C(d)we introduce an assumption on environment E:
(∀d)(∀c∈C(d)) let c: ∀αK .InstcαK → dαK ∈E, where #αK is the arity of dwhere C(d) is a set of constructors of the type d, τK are parameters of the type, InstcτK is avector of argument types of constructor c, when the parametric type d takes parameters τK.Notation: if σK = (σ1,� , σn)= (σi)16i6n, then #σK =n and

σK → τ =σ1→� →σn→ τ = σ1→ (� → (σn→ τ )� )Wypada rozszerzy¢ algorytmy W i C.De�nition 2.37. W(E, e, V )= (T , τ , V ′), where match e with:1. e=x (VAR: Variables)...2. e=�x fx.e1 (FIX: Functions)...3. e= f g (APP: Applications)...4. e= letx= f in g (LET: Local bindings)...5. e= case e′ of {c1 ⇒ e1|� |cn⇒ en} (CASE: Deconstruction) For type d with arity k (k-parametric) such that c1,� , cn∈C(d)

V = {βi|1 6 i6 k}∪ {θ}∪̇Vr

(T0, ρ, V0) = W(E, e′, Vr)

U0 = U(ρ, dβK )

(T1, σ1, V1) = W(U0T0E, e1, V0)

U1 = U(T1U0T0(Instc1βK → θ), σ1)�
(Tn, σn, Vn) = W(Un−1Tn−1�U0T0E, en, Vn−1)

Un = U(TnUn−1Tn−1�U0T0(Instc1βK → θ), σn)

T = UnTn�U0T0

τ = Tθ

V ′ = VnNote 2.38. Dla dowolnego podstawienia T , typu indukcyjnego d, typów τK , #τK = ar(d) i kon-struktora c, c∈C(d) zachodzi
d(TτK ) = TdτKInstcTτK = T InstcτKDe�nition 2.39. C(E, τ , V , wK )= (T , e, V ′, wK ′), where for (w1mod 5) equal1. VAR: Variables...2. FIX: Functions...3. APP: Applications...4. LET: Local bindings...
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5. CASE: Deconstruction. Let d be (wi+1 mod D)-th inductive type, where D is thenumber of inductive types, and k is the arity of type d. Let
V = {βi|16 i6 k}∪ {θ}∪̇Vr

(R, e′, V0, wK 0) = C(E, dβK , Vr, (wi+2))

(T1, e1, V1, wK 1) = C(RE,R (Instc1βK → τ ), V0, wK 0)�
(Tn, en, Vn, wK n) = C(Tn−1�T1RE, Tn−1�T1R (Instcn

βK → τ ), Vn−1, wK n−1)

T = Tn�T1R

e = case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en}

V ′ = Vn

wK ′ = wK n2.2.2.1 Soundness with case.Theorem 2.40. Let e be an expression, E an environment, V a set of type variables. If
(T , τ , V ′)=W(E, e, V ) is de�ned, then we can derive TE ⊢ e: τ.Proof. Przez indukcj¦ wzgl¦dem budowy termu:1. e=x (VAR: Variables)...2. e=�x fx.e1 (FIX: Functions)...3. e= f g (APP: Applications)...4. e= letx= f in g (LET: Local bindings)...5. e = case e′ of {c1 ⇒ e1|� |cn ⇒ en} (CASE: Deconstruction). Z algorytmu i z zaª. ind.mamy:

T0E ⊢ e′: ρ

U0 = U(ρ, dβK )

T1U0T0E ⊢ e1:σ1

U1 = U(T1U0T0(Instc1βK → θ), σ1)�
TnUn−1Tn−1�U0T0E ⊢ en:σn

Un = U(TnUn−1Tn−1�U0T0(Instcn
βK → θ), σn)

T = UnTn�U0T0

τ = TθPoniewa»
U0ρ=U0dβKoraz

Uiσi=Ui(Instci
βK → θ)z lematu o podstawianiu mamy (podstawiaj¡c po obu stronach Ui, stosuj¡c powy»sz¡równo±¢, podstawiaj¡c po obu stronach Ti+1, Ui+1,� , Tn, Un)

TE ⊢ e′:UnTn�U0dβ̄

TE ⊢ e1:T (Instc1βK → θ)�
TE ⊢ en:T (Instcn

βK → θ)Stosuj¡c fakt 2.38 mamy
TE ⊢ e′: d(TβK )

TE ⊢ e1: Instc1(TβK )→ τ�
TE ⊢ en: Instcn

(TβK )→ τ
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Z reguªy dekonstrukcji (CASE) wnioskujemy (dla tamtejszych τK 4 TβK i θ4 τ )
TE ⊢ (case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en}): τ

�Theorem 2.41. Let τ be a type, E an environment, V a set of type variables. If (T , e,
V ′)= C(E, τ , V ) is de�ned, we can derive TE ⊢ e:Tτ.Proof. Przez indukcj¦ na zªo»ono±¢ generowanego termu:1. e=x (VAR: Variables)...2. e=�x fx.e1 (FIX: Functions)...3. e= f g (APP: Applications)...4. e= letx= f in g (LET: Local bindings)...5. e= case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en} (CASE: Deconstruction). Z algorytmu i zaª. ind. mamy:

ρ = dβK
RE ⊢ e′:Rρ

T1RE ⊢ e1:T1R(Instc1βK → τ)�
Tn�T1RE ⊢ en:Tn�T1R (Instcn

βK → τ )

T = Tn�T1RStosuj¡c lemat o podstawianiu i fakt 2.38, jak w dowodzie dla algorytmu W , otrzymujemy
TE ⊢ e′: d(TβK )

TE ⊢ e1: Instc1(TβK )→Tτ�
TE ⊢ en: Instcn

(TβK )→TτZ reguªy dekonstrukcji (CASE) wnioskujemy (dla tamtejszych τK 4 TβK i θ4 Tτ )
TE ⊢ (case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en}):Tτ

�2.2.2.2 Completeness with case.Theorem 2.42. Let e be an expression, E an environment, V an in�nite set of type vari-ables such that V ∩ F (E) = ∅. If there exists a type τ ′ and a substitution T ′ such that
T ′E ⊢ e: τ ′, then (T , τ , V ′) = W(E, e, V ) is de�ned, and there exists a substituion P suchthat

τ ′=Pτ i T ′=PT outside VProof. Przez indukcj¦ wzgl¦dem zªo»ono±ci e:1. e=x (VAR: Variables)...2. e=�x fx.e1 (FIX: Functions)...3. e= f g (APP: Applications)...4. e= letx= f in g (LET: Local bindings)...5. e= case e′ of {c1 ⇒ e1|� |cn⇒ en} (CASE: Deconstruction). Wyprowadzenie typu τ ′ ko«czysi¦ z
T ′E ⊢ e′: dγK T ′E ⊢ ei: InstciγK → τ ′ (16 i6n)

T ′E ⊢ case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en}: τ ′
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Stosujemy zaª. ind. n+ 1-krotnie
(T0, ρ, V0) = W(E, e′, Vr)

dγK = P0ρ

T ′ = P0T0 poza Vr
U0 = U(ρ, dβK )

P0 = P0
′U0 poza βK

T ′E = P0T0E=P0
′U0T0E

(T1, σ1, V1) = W(U0T0E, e1, V0)Instc1γK → τ ′ = P1σ1

P0
′ = P1T1 poza V0

U1 = U(T1U0T0(Instc1βK → θ), σ1)

P1 = P1
′U1 poza θ

T ′E = P1
′U1T1U0T0E

(T2, σ2, V2) = W(U1T1U0T0E, e2, V1)Instc2γK → τ ′ = P2σ2

P1
′ = P2T2 poza V1

U2 = U(T2U1T1U0T0(Instc2βK → θ), σ2)

P2 = P2
′U2 poza θ�

(Tn, σn, Vn) = W(Un−1Tn−1�U0T0E, en, Vn−1)Instcn
γK → τ ′ = Pnσn

Pn−1
′ = PnTn poza Vn−1

Un = U(TnUn−1Tn−1�U0T0(Instcn
βK → θ), σn)

Pn = Pn
′Un poza θ

T = UnTn�U0T0

T ′ = Pn
′T poza V

τ = TθUni�kator U0 istnieje, bo P0ρ= dγK = [γK /βK ]dβK , gdzie [γK /βK ] = [γ1/β1;� ; γar(d)/βar(d)]. P0 =

P0
′U0 poza βK dla pewnego P0

′, bo [γK /βK ]P0 jest innym uni�katorem; (je±li U0 podstawiapod ρ, które jest wtedy zmienn¡, to P0
′ podstawia pod βi; je±li U0 podstawia tylko pod βi,to P0

′ = P0; je±li U0α= βi, to P0
′βi= P0α). Istnieje uni�kator U1, bo P1σ1 = Instc1γK → τ ′, a

P1T1U0T0(Instc1βK → θ) = P0
′U0T0(Instc1βK → θ) = Instc1γK → θ, bo d(P0

′U0βK ) = P0
′(U0dβK ) =

P0
′U0ρ=P0ρ= dγK . St¡d te» P1 =P1

′U1 poza <the4a>, bo [τ ′/θ]P1 jest uni�katorem. Niech
σ1
θ oznacza fragment typu U1σ1 odpowiadaj¡cy U1θ. Istnieje uni�kator U2, bo P2σ2 =Instc2γK → τ ′, a

P2T2U1T1U0T0(Instc2βK → θ) = P1
′U1T1U0T0(Instc2βK → θ)

= P1
′U1T1U0T0Instc2βK →P1

′U1T1U0T0θ

= P1T1U0T0Instc2βK →P1
′(U1θ)

= P0
′U0T0Instc2βK →P1

′σ1
θ

= Instc2γK → (τ ′ albo θ)Tak»e P2 = P2
′U2 poza θ, bo je±li nie P2, to napewno [τ ′/θ]P2 jest uni�katorem. Podobnieistniej¡ uni�katory Ui dla i = 3, � , n. Mamy Pn

′T = Pn
′UnTn�U0T0 = PnTn�U0T0 =

Pn−1
′ Un−1T4−1�U0T0 = P0

′U0T0 = P0T0 = T ′ poza V , bo βK , {θ}, Vr, Vi ⊂ V . Tak»e
Pn

′UnTn�U0T0θ = τ ′ je±li które± spo±ród Ui podstawia pod θ, w przec. przyp. Pn′T = θ.Okre±lmy P = [τ ′/θ]Pn
′. P speªnia warunki stwierdzenia.

�
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Theorem 2.43. Let e be an expression, E an environment. For any type τ and substitu-tion T ′ such that T ′E ⊢ e: T ′τ and F (T ′) ∩Dom(T ′) = ∅ (?), for an in�nite set of variables
V disjoint with F (E) and F (T ′), for some path of choices the following holds: (T , e, V ′) =
C(E, τ , V ) and T ′4T outside V.Proof. Przez indukcj¦ wzgl¦dem zªo»ono±ci e:1. e=x (VAR: Variables)...2. e=�x fx.e1 (FIX: Functions)...3. e= f g (APP: Applications)...4. e= letx= f in g (LET: Local bindings)...5. e= case e′ of {c1 ⇒ e1|� |cn⇒ en} (CASE: Deconstruction). Wyprowadzenie T ′τ ko«czy si¦z

T ′E ⊢ e′: dγK T ′E ⊢ ei: InstciγK → τ ′ (16 i6n)

T ′E ⊢ case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en}: τ ′gdzie τ ′=T ′τ . Wybieramy typ indukcyjny d. Stosuj¡c n+ 1-krotnie zaª. ind. mamy
(R, e′, V0, wK 0) = C(E, dβK , Vr, (wi+2))

[γK /βK ]T ′ 4 R poza Vr
[γK /βK ]T ′ = P0R poza Vr

(T1, e1, V1, wK 1) = C(RE,R (Instc1βK → τ ), V0, wK 0)

P0 4 T1 poza V0

P0 = P1T1 poza V0

(T2, e2, V2, wK 2) = C(T1RE,T1R(Instc2βK → τ ), V1, wK 1)

P1 4 T2 poza V1

P1 = P2T2 poza V1�
(Tn, en, Vn, wK n) = C(Tn−1�T1RE, Tn−1�T1R (Instcn

βK → τ ), Vn−1, wK n−1)

Pn−1 4 Tn poza Vn−1

Pn−1 = PnTn poza Vn−1

T = Tn�T1R

T ′ = PnT poza V
[γK /βK ]T ′dβK = [γK /βK ]dβK = dγK . PnT = PnTn�T1R= Pn−1Tn−1�T1R= � = P0R= [γK /βK ]T ′poza Vr∪V0∪� ∪Vn−1⊂V , oraz βK ⊂V , czyli PnT =T ′ poza V .

�2.2.2.3 Practical issues: CASE driven by use.Aby zmniejszy¢ przypadkowo±¢ u»y¢ reguªy CASE, wprowadzamy do ±rodowiska specjalne zmi-enne xci,j: ∀βK .(Instci
βK )j oznaczaj¡ce wyj¦cie j-tego argumentu konstruktora ci. Dla ka»degowyboru zmiennej generycznej xci,j generowane i wprowadzane do ±rodowiska s¡ nowe zmienne

xci,j
k : (Instci

βK )j dla j = 1, � , ar(ci), odpowiadaj¡ce argumentom konstruktora ci z odpowiedniejdekonstrukcji CASE (gdzie βK s¡ ±wie»ymi zmiennymi z V ); u»yta zostaje zmienna xci,j
k . W faziepostprocessingu konstrukcje CASE s¡ zastosowane w najw¦»szych podtermach obejmuj¡cych xci,j

kdla ustalonych i, k, tak, »eby »adne xci,j
k nie byªo gªow¡ �swojego� podtermu. Stworzony podtermnazywamy gaª¦zi¡ gªówn¡ odpowiedniego zastosowania CASE; rekurencyjnie generowane s¡pozostaªe gaª¦zie CASE. W jednoprzebiegowym algorytmie nale»y przyj¡¢ jak¡± arbitraln¡strategi¦ limitowania rozmiaru gaª¦zi.
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2.3 Monotonicity and termination.Teraz zaprezentuj¦ system kontroluj¡cy gª¦boko±¢ rekurencji, zapewniaj¡cy w ten sposób wªas-no±¢ stopu. System λˆ zostaª przedstawiony w [2]. Typy danych w λˆ s¡ indeksowane informacj¡o gª¦boko±ci struktur, tzw. etapami: dsτK , d jest typem danych, s jest etapem, τK s¡ parametramitypu. Reguªa wprowadzaj¡ca rekurencj¦ zapewnia, »e argument funkcji w wywoªaniach rekuren-cyjnych b¦dzie malaª, a poniewa» rozmiary danych s¡ sko«czone, wi¦c program rekurencyjny wko«cu si¦ zatrzyma.Etapy konstruuje si¦ ze zmiennych etapu, unarnego operatora ˆ oznaczaj¡cego jednostkowezwi¦kszenie rozmiaru, oraz etapu pochªaniaj¡cego ∞, oznaczaj¡cego dowolny rozmiar. ι̂ oznaczawszystkie rozmiary nie wi¦ksze wi¦cej ni» o jeden od rozmiarów oznaczanych przez ι. dsτK oznaczawszystkie dane �typu dτK � o rozmiarze nale»¡cym do s (alternatywnie mo»na mówi¢: nie wi¦kszymni» s).2.3.1 System typów i algorytm C.Tak wygl¡da prezentacja w [2]:De�nition 2.44. Porównywanie etapów 4 i podtypowanie ⊑ . Reguªy porównywaniaetapów:1. (REFL)
s4 s2. (TRANS)

s4 r r4 p

s4 p3. (HAT)
s4 ŝ4. (INFTY)
s4∞Reguªy podtypowania:1. (REFL)
s⊑ s2. (DATA)

s4 r τi⊑ τi
′ (16 i6 ar(d))

dsτK ⊑ drτK ′3. (FUNC)
τ ′⊑ τ σ ⊑ σ ′

τ→σ ⊑ τ ′→σ ′De�nition 2.45. Reguªy typowania.1. (VAR)
E ⊢ x:σgdy (x:σ)∈Γ.2. (ABS)

E.x: τ ⊢ e:σ

E ⊢λx.e: τ→σ3. (APP)
E ⊢ e: τ→σ E ⊢ e′: τ

E ⊢ ee′:σ4. (CONS)
E ⊢ InstcsτK → dŝτK

32 Term Generation.



gdy c∈C(d).5. (CASE)
E ⊢ e′: dŝτK E ⊢ ei: Instci

s τK → θ (16 i6n)

E ⊢ case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en}: θgdy C(d)= {c1,� , cn}.6. (REC)
E.f :dιτK → θ ⊢ e: dι̂τK → [ι̂/ι]θ ι pos θ

E ⊢ (letrec f = e): dsτK → [s/ι]θgdy ι nie wyst¦puje w E, τK.7. (SUB)
E ⊢ e:σ σ ⊑ σ ′

E ⊢ e:σ ′Pozytywne-negatywne wyst¡pienia zmiennej etapu:1. (SP1)
ιposα2. (SP2)

ι neg τ ιposσ
ιpos τ→σ3. (SP3)

ι pos τi (1 6 i6 ar(d))
ιpos dsτK4. (SN1)
ιnegα5. (SN2)

ι pos τ ιneg σ
ιneg τ→σ6. (SN3)

ιnocc s ιneg τi (1 6 i6 ar(d))
ι neg dsτKJednak my potrzebujemy w reguªach typowania wskazówek co do podstawie«, dlatego b¦dziemyjawnie obsªugiwa¢ polimor�zm, wprowadzaj¡c explicite kwanty�kacj¦ zmiennych etapu. Poniewa»rekurencja jest dopuszczalna tylko wzgl¦dem argumentu b¦d¡cego typem danych, musimy przy-wróci¢ podziaª na abstrakcj¦ i rekurencj¦, jednak dostosujemy system do tego z pierwszegorozdziaªu, zast¦puj¡c letrec f = e (REC) przez konstrukcj¦ �x fx.e (FIX). Wprowadzimy te»de�nicje lokalne (LET). Zamiast trudnej do kontroli reguªy (SUB), wprowadzamy podtypowanieobok konkretyzacji typu w regule (VAR). Co istotniejsze, wprowadzimy staªe etapu (albo zmi-enne uniwersalne etapu), poniewa» zmienne etapu (albo zmienne egzystencjalne, zmienneuni�kacji) w typie zadanym zostaªyby potraktowane jako niewiadome. Podobnie, wprowadzimystaªe typu (albo zmienne uniwersalne typu), w odró»nieniu od konstruktorów typów danych d iod zmiennych typu (egzystencjalnych, zmiennych uni�kacji). (Egzystencjalne) zmienne wolnetypu lub etapu nazywamy niewiadomymi typu lub etapu, odpowiednio.De�nition 2.46. Generalizacja

G(τ , E) = ∀α1,� , αn.τgdzie α1, �αn s¡ dokªadnie tymi zmiennymi wolnymi typu lub etapu (niewiadomymi) w τ,które nie wyst¦puj¡ w E.De�nition 2.47. Konkretyzacja typu zmiennej ze ±rodowiska: τ jest konkretyzacj¡ typuzmiennej x ze ±rodowiska E, αi s¡ zmiennymi typu, a ιi s¡ zmiennymi etapu,
τ 6E(x) ≡ E=� ;x: ∀α1�αnι1� ιm.σ;� i τ = [τ1/α1;� ; τn/αn; s1/ι1;� ; sm/ιm]σ

2.3 Monotonicity and termination. 33



dla pewnych typów τ1,� , τn oraz etapów s1,� , sm.Poni»ej, podtypowanie jest tak jak okre±lono powy»ej.De�nition 2.48. Dostosowane reguªy typowania dla λˆ.1. VAR: Variables.
τ 6E(x) σ ⊑ τ

E ⊢ x:σ2. ABS: Abstractions.
E.x: τ ⊢ e:σ

E ⊢λx.e: τ→σ3. FIX: Recursive functions.
E.f : dιτK → θ.x: dι̂τK ⊢ e: [ι̂/ι]θ ιpos θ

E ⊢ (�x fx= e):dsτK → [s/ι]θgdzie ι nie wyst¦puje w E ani w τK.4. APP: Applications.
E ⊢ e:σ→ τ E ⊢ e′:σ

E ⊢ ee′: τ5. LET: Local bindings.
E ⊢ e′:σ E.x: G(σ,E)⊢ e: τ

E ⊢ (letx= e′ in e): τ6. CASE: Deconstruction
E ⊢ e′:dŝτK E ⊢ ei: Instci

s τK → θ (16 i6n)

E ⊢ case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en}: θ
je±li C(d)= {c1,� , cn}7. Zamiast reguªy: CONS: Constructor

E ⊢ c: InstcsτK → dŝτK je±li c∈C(d)wprowadzamy zaªo»enie na temat ±rodowiska E:
∀d∀c∈C(d) niech c: ∀α1�αnι.InstcιαK → dι̂αK ∈E, gdzie n jest arno±ci¡ dAby opracowa¢ algorytm generowania termów C dla λˆ, potrzebujemy mechanizmu szukaj¡cegomo»liwo±ci zaj±cia relacji podtypowania, tak jak uni�kacja jest ü mechanizmem szukania konkre-tyzacji. Odpowiedni algorytm nazwiemy U⊑. Zachodzi U = U⊑(τ , σ), je±li Uτ ⊑Uσ, przy czym Ujest podstawieniem zarówno pod zmienne typu, jak i pod zmienne etapu.De�nition 2.49. C(E, τ , V , wK )= (T , e, V ′, wK ′), gdzie dla (w1mod 4) równego1. VAR: Variables. Dla E(w2mod Ē )= x: ∀α1�αn.σ niech

U = U⊑(τ , [β1/α1]� [βn/αn]σ)

V = {βi|1 6 i6n}∪̇V ′

e = x

T = U

wi
′ = wi+2Je±li uni�kator nie istnieje, C jest nieokre±lone.2. ABS: Abstractions. Je±li τ = σ→ ρ, niech

(R, e1, V ′, wK 1) = C(E.x:σ, ρ, V , (wi+1))

T = R

e = λx.e1

wK ′ = wK 1

34 Term Generation.



gdzie f , x s¡ nowymi zmiennymi. Je±li τ = α, gdzie α jest zmienn¡ typu, dla β1, β ∈
V niech

R = [β1→ β/α]

(S, e1, V
′, wK 1) = C(RE.x: β1, β , V \ {β1, β}, (wi+1))

T = SR

e = λx.e1gdzie f , x s¡ nowymi zmiennymi. Je±li τ ma inn¡ posta¢, C jest nieokre±lone.3. FIX: Functions. Je±li τ = dsσK → θ, niech κ dowolne takie, »e [s/ι]κ= θ, oraz
(R, e1, V

′, wK 1) = C(E.f : dισK →κ.x: dι̂σK , [ι̂/ι]κ, V , (wi+1))

T = R

e = �x fx.e1
wK ′ = wK 1gdzie f , x s¡ nowymi zmiennymi. Je±li τ = α, gdzie α jest zmienn¡ typu, dla βi, β

′,

β ′′, β ′′′, ι, η ∈V niech
R = [dηβK → β ′′′/α]

(S, e1, V
′, wK 1) = C(RE.f : dιβK → β ′′.x: dι̂βK , β ′, V \ {βi, β

′, β ′′, β ′′′, ι, η}, (wi+1))

U = U ([ι̂/ι]β ′′, β ′)

W = U ([η/ι]β ′′, β ′′′)

T = WUSR

e = �x fx.e1gdzie f , x s¡ nowymi zmiennymi. Je±li τ ma inn¡ posta¢, C jest nieokre±lone.4. APP: Applications. Niech dla β ∈V

(R, f , V1, wK 1) = C(E, β→ τ , V \ {β}, (wi+1))

(S, g, V ′, wK 2) = C(RE,Rβ, V1, wK 1)

T = SR

e = fg

wK ′ = wK 25. LET: Local bindings. Niech dla β ∈ V

(R, f , V1, wK 1) = C(E, β, V \ {β}, (wi+1))

(S, g, V ′, wK 2) = C(RE.x: G(Rβ,RE), Rτ , V1, wK 1)

T = SR

e = letx= f in g
wK ′ = wK 26. CASE: Deconstruction. Niech d b¦dzie (wi+1 mod D)-ym typem indukcyjnym, gdzie

D jest ilo±ci¡ typów indukcyjnych, oraz k arno±ci¡ typu d. Niech
V = {βi|16 i6 k}∪̇{ι, θ}∪̇Vr

(R, e′, V0, wK 0) = C(E, dι̂βK , Vr, (wi+2))

(T1, e1, V1, wK 1) = C(RE,R (Instc1ι βK → τ ), V0, wK 0)�
(Tn, en, Vn, wK n) = C(Tn−1�T1RE, Tn−1�T1R (Instcn

ι βK → τ ), Vn−1, wK n−1)

T = Tn�T1R

e = case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en}

V ′ = Vn

wK ′ = wK n
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Uwagi: zmienna etapu ι, podobnie jak parametry typu βK , w regule (CASE) i (FIX), s¡ zmien-nymi wolnymi, które mog¡ zuni�kowa¢, �dowiaduj¡c si¦� (np. od typu τ w przypadku (CASE))jaki etap b¡d¹ typ jest potrzebny.2.3.1.1 Uni�kacja z podtypowaniem U⊑.Potrzebujemy najogólniejszego uni�katora, w nast¦puj¡cym sensie: je±li U = U⊑(τ , σ), to Uτ ⊑
Uσ, oraz je±li Vτ ⊑ Vσ, to Vτ ⊑ Uτ oraz Uσ ⊑ Vσ. Odpowiednio, je±li U = Ust(r, s), to U r 4 U soraz je±li V r4V s, to V r4U r oraz Us4V s.Najpierw porównajmy etapy.De�nition 2.50. Ust(r, s) = dopasuj r, s dobieraj¡c pierwszy pasuj¡cy przypadek1. #,∞: zwró¢ [] (reguªa INFTY)2. r̂ , ŝ: zwró¢ Ust(r, s)3. r, ŝ: zwró¢ Ust(r, s) (reguªa HAT)4. ι,#, gdzie ι jest zmienn¡ etapu: zwró¢ [s/ι] (s jest zmienn¡ lub staª¡ etapu)5. #, ι, gdzie ι jest zmienn¡ etapu: je±li ι nie wyst¦puje w r, zwró¢ [r/ι]De�nition 2.51. U(τ , σ)= dopasuj τ , σ1. α,# i α jest zmienn¡ typu: je±li α nie wyst¦puje w σ, zwró¢ [σ/α]2. #, α i α jest zmienn¡ typu: je±li α nie wyst¦puje w τ, zwró¢ [τ/α]3. α, α: zwró¢ []4. τ1→ τ2, σ1→σ2: niech U1 = U(τ2, σ2), zwró¢ U(U1σ1, U1τ1)5. drτK , dsσK : niech

U0 = Ust(r, s)
U1 = U (U0τ1, U0σ1)�
U#τK = U#τK (U0�U#τK −1τ#τK , U0�U#τK −1σ#τK )
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2.4 Generowanie: mechanizmy do zastosowania.Wykonamy krok wstecz od j¦zyka ML z poprzedniego paragrafu, pomijaj¡c dekonstrukcj¦ (case),de�nicje rekurencyjne i lokalne, aby do generowania termów wykorzysta¢ doskonaª¡ maszyneri¦,opracowan¡ dla j¦zyka Prolog. Przy okazji poczynimy krok w kierunku j¦zyka HMG(X),wprowadzaj¡c typy indukcyjne z wi¦zami uni�kacyjnymi.2.4.1 System typów z typami indukcyjnymi z wi¦zami uni�ka-cyjnymi.Mody�kacja, daj¡ca system typów z typami indukcyjnymi z wi¦zami uni�kacyjnymi, dotyczyreguª CASE i CONS. Jednak, aby móc zastosowa¢ mechanizm z korzy±ci¡ dla cho¢by najprost-szych funkcji rekurencyjnych, potrzebna jest rekurencja polimor�czna.De�nition 2.52. Reguªy typowania dla typów indukcyjnych z wi¦zami uni�kacyjnymi:1. VAR: Variables...2. ABS: λ-abstractions...3. APP: Applications...4. LETREC: Polymorphic Recursion.
E.x: ρ⊢ e′:σ ρ=G(σ,E) E.x: ρ⊢ e: τ

E ⊢ (letrecx= e′ in e): τ5. CASE: Deconstruction
E ⊢ e′: dτK TiE ⊢ ei:TiInstciαK i→Tiθ(16 i6n)

E ⊢ case e′ of {c1⇒ e1|� |cn⇒ en}: θ
je±li C(d)= {c1,� , cn}gdzie Ti= U(τK ,Tyargsci

αK i), dla wszystkich 1 6 i6 n takich, »e τK i Tyargsci
αK uni�kuj¡,

αK ∩ (F (τK )∪F (E)∪F (θ))= ∅ (αK s¡ nowymi zmiennymi). Pozostaªe Ti s¡ dowolne.6. CONS: Constructor
E ⊢ c: InstcσK → d(TyargscσK )

je±li c∈C(d)odpowiednio zaªo»enie na temat ±rodowiska E:
(∀d)(∀c∈C(d)) niech c: ∀αK .InstcαK → d(TyargscαK )∈E, gdzie #αK jest arno±ci¡ dgdzie C(d) jest zbiorem konstruktorów typu d, TyargscσK jest wektorem argumentów typuzadanym przez konstruktor c przy parametrach σK , InstcσK jest wektorem typów argumentówkonstruktora c dla parametrów σK , oraz TyargscσK = [σK /αK ]TyargscαK , InstcσK = [σK /αK ]InstcαK .Gaª¦zie case, dla których uni�kator nie istnieje, s¡ tzw. martwym kodem, nie osi¡galnym pod-czas wykonania programu. Ti komunikuje typowi θ dokonany wybór. Przedstawiony system, je±lipomin¡¢ fakt, »e u»ywamy prostej analizy przez przypadki zamiast peªnego dopasowywaniawzorca, odpowiada minimalnej wersji HMG, obejmowanej przez HMG(X) dla wszystkich j¦zykówwi¦zów X .Example 2.53. Zobaczmy de�nicj¦ typu lista z parametrem oznaczaj¡cym dªugo±¢.Nil : ∀α.list(α, 0)Cons : ∀αβ.α→ list(α, β)→ list(α, 1+ β)
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2.4.1.1 Generowanie η-dªugich β-normalnych polimor�cznych λ-termów: Prolog.Niestety, �czysty� prolog odpowiada generowaniu termów tylko dla j¦zyków pierwszego rz¦du (niemyli¢ z systemami typów pierwszego rz¦du; nawet system przedstawiony powy»ej jest pierwszegorz¦du: pod zmienne typu nie mo»na podstawia¢ skwanty�kowanych typów, czyli schematówtypu). Podstawowym krokiem, który trzeba podj¡¢, jest przej±cie od klauzul hornowskich, �de�-nite clauses� (a→ b→ � → c, gdzie a, b, � , c s¡ atomowe) do dowolnych wyra»e« implikacyjnych(czyli zawieraj¡cych → jako jedyny spójnik logiczny). System typów, dla którego generowanietermów η-dªugich β-normalnych mo»na osi¡gn¡¢ dostosowuj¡c metod¦ SLD-rezolucji, to:De�nition 2.54. Reguªy typowania dla polimor�cznych λ-termów:1. VAR: Variables.
E(x)= ∀αK .τ
E ⊢ x: [σK /αK ]τ2. ABS: λ-abstractions.
E.x:σ ⊢ e: τ

E ⊢λx.e:σ→ τ3. APP: Applications.
E ⊢ e:σ→ τ E ⊢ e′:σ

E ⊢ ee′: τ4. CONS: Constructor
c∈C(d)

E ⊢ c: InstcσK → d(TyargscσK )odpowiednio zaªo»enie na temat ±rodowiska E:
(∀d)(∀c∈C(d)) niech c: ∀αK .InstcαK → d(TyargscαK )∈E, gdzie #αK jest arno±ci¡ dprzy oznaczeniach jak powy»ej.2.4.1.2 W stron¦ peªnego HMG(X).De�nicje lokalne nie wpªywaj¡ na logik¦, a jedynie pozwalaj¡ wielokrotnie wykorzystywa¢ wynikipo±rednie przeszukiwania.De�nicje rekurencyjne w postaci nieograniczonej s¡ paradoksalne: rozszerzaj¡ zbiór aksjo-matów o faªszywy schemat zdaniowy (X→X) →X. (Dlatego w GP system typów powinien by¢rozszerzony by wymusza¢ wªasno±¢ stopu.) W przypadku rekurencji �zwykªej� zmienne wolne s¡skwanty�kowane wspólnie: ∀((X →X) → X), a w przypadku rekurencji polimor�cznej s¡ skwan-ty�kowane niezale»nie: ∀((∀(X)→X)→X).Dekonstrukcja (analiza przez przypadki) z punktu widzenia logiki jest eliminacj¡spójnika �lub�, a nast¦pnie eliminacj¡ kwanty�katora egzystencjalnego w ka»dym dysjunkcie. Jejwprowadzenie odpowiada wprowadzeniu aksjomatów:

(∃σK .d(Tyargsc1σK )→
∧ Instc1σK )∨� ∨ (∃σK .d(Tyargscn

σK )→
∧ Instcn

σK )gdzie C(d) = {c1, � , cn}. Z punktu widzenia przeszukiwania wprowadzenie de�nicji lokalnejodpowiada rozgaª¦zieniu si¦ ze wzgl¦du na mo»liwe warto±ci pewnych zmiennych wolnych w dτK :w ró»nych gaª¦ziach zmienne te konkretyzuj¡ si¦ (niezale»nie), a (pomimo to) w wej±ciowym dτKpozostaj¡ nieskonkretyzowane (porównaj reguª¦ (CASE) z de�nicji 2.52, warunek na podstaw-ienia uni�kuj¡ce). Nast¦pnie pozyskiwana jest informacja specy�czna dla danego kostruktora.2.4.2 Programy bez nieu»ytecznych de�nicji lokalnych.Odpowiedni mechanizm de�nicji lokalnych, wªa±ciwie wspóªpracuj¡cy z operatorem mutacji, jestkluczowy dla ponownego wykorzystywania raz wyewoluowanego kodu przez programy, bezanga»owania mechanizmów rekombinacji. Nieu»ytecznych de�nicji nie b¦dziemy generowa¢, je±liwielokrotne u»ycie kodu b¦dzie si¦ opieraªo na kodzie ju» wygenerowanym w jakim± celu.Do±¢ radykalne rozwi¡zanie wspieraj¡ce �code reuse� polega¢ mo»e na dodawaniu, dla ka»degoskonstruowanego podtermu, odpowiadaj¡cej mu zmiennej do ±rodowiska. W momencie, gdy zpodtermu �uciekaj¡� zmienne wolne (np. wychodzimy poza odpowiedni¡ λ-abstrakcj¦), typ zmi-ennej jest wzgl¦dem ich typów �podnoszony� i je±li zmienna zostanie u»yta, to b¦dzie zaap-likowana do warto±ci zast¦puj¡cej zmienne, które �uciekªy�. Caªy mechanizm jednak trudno zinte-growa¢ z polimor�cznym systemem typów, »eby typy zmiennych byªy mo»liwie ogólne.
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Chapter 3Rekombinacja i generalizacja3.1 Rekombinacja swobodna.Niech Dom(E0) ⊆ Dom(E1) i Dom(E0) ⊆ Dom(E2) oraz istniej¡ T1, T2, »e T1E0 = E1|Dom(E0) i
T2E0 = E2|Dom(E0) oraz T1E0 ⊢ e0: τ0. Znajd¹my podtermy e1, e2 wprowadzone do typizacji rodz-iców z typizacjami E1 ⊢ e1: τ1 oraz E2 ⊢ e2: τ2 (program e0 � nadterm e1 nazywa si¦ matk¡, a pro-gram-nadterm e2 � ojcem), dla których istnieje HL E1(x) = E2(h(x)), oraz typ HRτ2 = τ1, przyczym HR nie podstawia pod zmienne wyst¦puj¡ce w E2 (Dom(HR) ∩ F (E2) = ∅). Trójk¦ h, HL,

HR nazwiemy E0-homomor�zmem typizowa« E1 ⊢ e1: τ1 oraz E2 ⊢ e2: τ2. Rekombinacj¡ swobodn¡matki e0 na pozycji podtermu e1 z ojcem na pozycji podtermu e2 nazywamy program
HL T1E0 ⊢ [h(e2)/e1]e0: HLτ0. Typizacja ta mo»e by¢ (podobnie, jak w wyniku mutacji)nadokre±lona wzgl¦dem ±rodowiska E0; mo»emy wi¦c przeprowadzi¢ retypizacj¦.3.2 Anty-uni�kacja drugiego rz¦du � prosty przypadek.Przedstawimy w tym podrozdziale anty-uni�kacj¦ pierwszego rz¦du w algebrze termówodpowiadaj¡cej danemu j¦zykowi rozszerzaj¡cemu λ-rachunek. Ta anty-uni�kacja odpowiadapewnym prostym przypadkom anty-uni�kacji drugiego rz¦du. Termy algebry termów nazywamte» λ-strukturami: s¡ to termy, w których konstrukcje λ-rachunku (czy te» j¦zyków rozszerzaj¡-cych j¦zyk λ-termów) s¡ symbolami funkcyjnymi, a staªe i zmienne λ-termu s¡ symbolamistaªymi. Jedyna mody�kacja wzgl¦dem sformuªowa« zwykªych algebr termów i anty-uni�kacjipierwszego rz¦du w nich wi¡»e si¦ z obsªug¡ α-równowa»no±ci i zmiennych zwi¡zanych.Warto porówna¢ niniejsze sformuªowanie z tym zaproponowanym w [9]. Nasza generalizacjaradzi sobie ze zmiennymi zwi¡zanymi przez bezpo±redni¡ obsªug¦ kontekstu (i ograniczenie dogeneralizacji �ground terms�), generalizacja w [9] przez �variable freezing� (eliminacj¦ zmiennychprzez podstawienie staªych) i zabronienie λ-abstrakcji w argumentach. Generalizacja w [9] czy te»w systemie CC jak w pracy Pfenninga [12] jest dodatkowo skomplikowana przez wyst¦powanietypów w termach (�explicit polymorphism�). Nasze generalizacje s¡ czysto syntaktyczne, w sensie,»e nie rozpatruj¡ typów termów. Wynika to z zaªo»enia stosowania systemów typów bez anno-tacji typami w termach; caªy ci¦»ar spada oczywi±cie na dowody zgodno±ci z odpowiednim sys-temem typów.W kwestii skierowania porz¡dku, �co kraj to obyczaj�. W pracy [7] generalizacj¦ oznacza si¦
⊓, a w pracach [12] oraz [9] przez ⊔.3.2.1 De�nicja.Zamiast formalnej de�nicji λ-struktur przykªad: programowi�x fx.casex of {Nil⇒ 0;Cons⇒ λy.λz.+ 1(fz)}odpowiada λ-struktura: �xf ,x(caselist(x, 0, λy(λz(@(@(+,1),@(f , z))))))39



Stosujemy adaptacj¦ algorytmu Gerarda Hueta obsªuguj¡c¡ zmienne zwi¡zane (kontekst):De�nition 3.1. Anty-uni�kacja pierwszego rz¦du λ-struktur:
FxK (s1,� , sn)⊓zKFyK (t1,� , tn) = FuK ([uK /xK ]s1⊓zK .uK [uK /yK ]t1,� , [uK /xK ]sn⊓zK .uK [uK /yK ]tn), F ∈C

s⊓zKs = s

s⊓zKt = φ([vK /zK ]s, [vK /zK ]t), w przec. przyp.gdzie xK i yK s¡ ci¡gami tej samej dªugo±ci zera lub wi¦cej zmiennych zwi¡zanych przez kon-strukcj¦ F, uK jest ci¡giem nowych (nie wyst¦puj¡cych w sK ani w tK) zmiennych j¦zyka, vKjest odcinkiem pocz¡tkowym dªugo±ci #zK ustalonego ci¡gu zmiennych v1, v2, � rozª¡cznegoz pozostaªymi zmiennymi u»ywanymi przez algorytm. φ jest bijekcj¡ mi¦dzy parami λ-struktur modulo α-równowa»no±¢ a zbiorem zmiennych M (rozª¡cznym ze zmiennymij¦zyka). Niech
s⊓t = s⊓ǫtgdzie ǫ jest ci¡giem pustym.Dla j¦zyka ML mamy C = {@, λ, �x, let} ∪ {cased}d∈D gdzie D jest zbiorem typów alge-braicznych; @,cased wi¡»¡ zero zmiennych, λ, let wi¡»¡ jedn¡ zmienn¡, �x wi¡»e dwie zmienne.Dalej uto»samiamy termy j¦zyka i odpowiednie struktury, przeksztaªcaj¡c jedne w drugie wmiar¦ potrzeby. Oznacza to, »e j¦zyk rozszerzamy o tzw. meta-zmienne ze zbioru M . Podstaw-ienie vK zapewnia, »e podtermy ró»ni¡ce si¦ tylko nazwami zmiennych wolnych b¦d¡ uto»samiane.3.2.2 Wªasno±¢: maksymalnie specy�czna generalizacja.Poka»emy teraz, »e powy»ej zde�niowana operacja jest maksymalnie specy�czn¡ generalizacj¡(anty-uni�kacj¡) dla porz¡dku podstawieniowego.Zde�niujmy teraz podstawienie obsªuguj¡ce kontekst. Pami¦tajmy, »e zwykªe podstawienie

[tK /xK ]s nie podstawia pod zmienne zwi¡zane.De�nition 3.2. Podstawienie obsªuguj¡ce kontekst:
%(T , xK ;FyK (t1,� , tn)) = FuK (%(T , xK .uK ; [uK /yK ]t1),� ,%(T , xK .uK ; [uK /yK ]tn)) F ∈C

%(T , xK ;Y ) = [xK /yK ]s je±li Y ∈M,T (Y )= yK ; s

%(T , xK ; s) = s w przeciwnym przypadkugdzie uK jest ci¡giem nowych (nie wyst¦puj¡cych w tK) zmiennych j¦zyka.De�nition 3.3.
xK ; t6 xK ; s ≡ (∃T )%(T , xK ; t)=α sPoka»my na rozgrzewk¦Theorem 3.4.

yK ; r⊓yKs 6 yK ; r

yK ; r⊓yKs 6 yK ; sProof. Pokazujemy pierwsz¡ nierówno±¢ przez indukcj¦ wzgl¦dem zªo»ono±ci r a drug¡ wzgl¦demzªo»ono±ci s. W odpowiednim miejscu algorytmu ⊓, wystarczy bra¢ T (φ([vK /zK ]s, [vK /zK ]t)) = vK ; [vK /
zK ]s dla pierwszej nierówno±ci i T (φ([vK /zK ]s, [vK /zK ]t)) = vK ; [vK /zK ]t dla drugiej, gdzie zK , vK , s, t jak walgorytmie ⊓. �Theorem 3.5.

(∀xK ; t) xK ; t6xK ; r∧xK ; t6 xK ; s ⇒ xK ; t6xK ; r⊓xKs
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Proof. Ustalmy xK ; t. Z zaªo»enia twierdzenia mamy podstawienia P , Q:
%(P , xK ; t)= r,%(Q, xK ; t)= s. Niech P (Xi) = xK i; pi, Q(Xi) = yK i; qi dla Xi ∈ Dom(P ) = Dom(Q) = FM (t). Poka»emy, »e

T (Xi) = uK ; [uK /xK i]pi⊓uK [uK /yK i]qi daje %(T , xK ; t) = r⊓xKs. Przeprowad¹my indukcj¦ wzgl¦demzªo»ono±ci t, przez analiz¦ wyprowadzenia r⊓xKs.1. t=Xi∈M . Wt�dy � [xK /xK i]pi= r, [xK /yK i]qi= s oraz T (Y )= xK ; r⊓xKs.2. t = FzK (t1, � , tn). Z zaªo»enia twierdzenia, musi by¢ r = FvK (r1, � , rn), s = FwK (s1, � , sn);st¡d
r⊓xKs = FuK ([uK /vK ]r1⊓xK .uK [uK /wK ]s1,� , [uK /vK ]rn⊓xK .uK [uK /wK ]snPoniewa» ti 6 ri i ti 6 si, co wynika z de�nicji podstawienia % i α-równowa»no±ci, z zaª.ind. mamy xK .uK ; [uK /zK ]ti6xK .uK ; [uK /vK ]ri⊓xK .uK [uK /wK ]si. St¡d
r⊓xKs = FuK (%(T1, xK .uK ; [uK /zK ]t1),� ,%(Tn, xK .uK ; [uK /zK ]tn))gdzie Tj(Xi) =uK ; [uK /xK i]pi⊓uK [uK /yK i]qi=T (Xi).3. t= c. Wtedy musi by¢ r= s= r⊓s= c.

�3.2.3 Zgodno±¢ rekombinacji z systemem typów.De�nition 3.6. Niech dane b¦d¡ programy s, t, oraz T1E0⊢ s: T1τ0 i T2E0⊢ t: T2τ0. Rekombi-nacj¡ nazwiemy program r = %(R, ǫ; s⊓ǫt), gdzie %(S, ǫ; s⊓ǫt) = s, %(T , ǫ; s⊓ǫt) = t oraz
R(Xi) = S(Xi) lub R(Xi) = T (Xi). Rekombinacj¦ nazywamy poprawn¡, je±li T3E0 ⊢ r: T3τ0dla pewnego T3.Zbadajmy teraz, dla jakich podstawie« R, r = %(R, s⊓t) jest rekombinacj¡ (tzn. r jest typi-zowalny). Otrzymamy w ten sposób algorytm rekombinacji. Badanie b¦dzie polegaªo na general-izacji wyprowadze« najogólniejszych typów dla s i t w ±rodowisku E0.Zastosujmy algorytm inferencji typu (prototypem jest algorytm W) do problemu E0, s⊓t;niech zwraca wyznaczone typy meta-zmiennych. Mody�kujemy algorytm tak, »e gdy ma wyz-nacza¢ typ którego± z wyst¡pie« meta-zmiennej Xi (w ±rodowisku E1), wyznacza typy dla S(Xi)oraz T (Xi) (z przemianowanymi zmiennymi kontekstu tak, aby odpowiadaªy zmiennymwprowadzonym do E1) w ±rodowisku E1. Nast¦pnie generalizuje znalezione typy (zwykªym algo-rytmem anty-uni�kacji pierwszego rz¦du). Za zmienne generalizacji wstawia nowe konstruktorytypu zaaplikowane do listy zmiennych typu: listy wszystkich zmiennych wyst¦puj¡cych w podter-mach �ró»nicowych� (typach z podstawie« generalizacji pod t¡ zmienn¡), wynik przekazuje jakoznaleziony typ. Podobnie, generalizuje typy w zwracanych podstawieniach, i zwraca podstawieniez typami ze zmiennymi generalizacji zast¡pionymi przez nowe konstruktory. (Nazwijmy te nowekonstruktory zmiennymi generalizacji typu, TGV.) Je±li które± z podstawie« generalizacji jestzmienn¡ typu, to nazywamy j¡ zmienn¡ projekcyjn¡ tej TGV. Podstawienia generalizacji danejTGV nazywamy gaª¦ziami tej zmiennej. Uni�kacja TGV z typem polega na osobnych uni�kac-jach gaª¦zi z tym typem, i je±li pojawiaj¡ si¦ w nim TGV, na uni�kowaniu z odpowiedni¡ gaª¦zi¡ka»dej TGV. Je±li TGV traci w wyniku uni�kacji wszystkie zmienne projekcyjne, jej gaª¦zie s¡ponownie generalizowane, i je±li znaleziona anty-instancja jest nietrywialna, to jest podstawianapod t¡ TGV.Zmienne typu podzielimy na specy�czne, wprowadzone w inferencji typu wyst¡pienia meta-zmiennej, i niespecy�czne, pozostaªe. Specy�czne zmienne typu b¦d¡ si¦ pojawiaªy tylko wodpowiednich gaª¦ziach ró»nych TGV. Je±li w wyniku uni�kacji gaª¦zi powstaj¡ podstawienianiespecy�czne, to s¡ one ujmowane w TGV, która na pozostaªej gaª¦zi ma (now¡, specy�czn¡)zmienn¡ projekcyjn¡. St¡d, je±li inna podgaª¡¹ b¦dzie uni�kowa¢ do tej zmiennej (zast¡pionejprzez skonstruowan¡ TGV), to podstawienia zostan¡ zgeneralizowane, i we wszystkie wyst¡pienia(najpierw zmiennej niespecy�cznej, nast¦pnie zamienionej na TGV) tra�a anty-instancja zodpowiednimi TGV.
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Je±li TGV jest uni�kowana z podgaª¦zi¡ innej TGV, to para tych zmiennych jest zapami¦ty-wana w zbiorze uni�kowanych TGV. Je±li nast¦puje podstawienie pod TGV, to pary zawieraj¡cet¡ zmienn¡ w zbiorze uni�kowanych TGV s¡ zast¦powane przez pary �zmienna uni�kowana dopodstawianej w zast¦powanej parze� - �TGV wyst¦puj¡ce w podstawieniu�. W zbiorzeuni�kowanych TGV uwzgl¦dniamy te» podstawienia pod zwykªe zmienne typu, kiedy pewneTGV trac¡ zmienn¡ projekcyjn¡. Je±li zmienna typu zostaje skwanty�kowana (zgeneralizowana wsensie polimor�zmu), to w zbiorze uni�kowanych TGV przestaje ona by¢ zmienn¡ projekcyjn¡.Despecy�kacja zmiennych. Po zako«czeniu inferencji, usuwamy TGV której obydwie gaª¦zies¡ zmiennymi specy�cznymi (i albo obydwie s¡ nieskwanty�kowane, albo obydwie s¡ skwanty-�kowane), zast¦puj¡c te zmienne now¡ zmienn¡ niespecy�czn¡ (nie ograniczon¡ do gaª¦ziodpowiadaj¡cych jednemu programowi). Usuwamy te» pary zawieraj¡ce t¡ zmienn¡ ze zbioruuni�kowanych TGV. (Usuwamy te» wszystkie TGV, które te» miaªy te zmienne jako projekcyjne,zgodnie z zasad¡, »e generalizujemy TGV które trac¡ swoje zmienne projekcyjne.) Post¦pujemytak, dopóki s¡ TGV z dwiema specy�cznymi zmiennymi projekcyjnymi. Jest to krok niedetermin-istyczny algorytmu: wynik zale»y od kolejno±ci wyboru TGV.Silna despecy�kacja konkretyzuj¡ca stanowi ostatni¡, opcjonaln¡ faz¦ algorytmu. Mo»napozby¢ si¦ jeszcze wi¦kszej ilo±ci TGV, kosztem konkretyzacji �answer substitution�. UsuwamyTGV maj¡c¡ zmienn¡ projekcyjn¡ (mo»e by¢ niespecy�czna) nie skwanty�kowan¡ (czyli woln¡ wcaªym typowaniu), podstawiaj¡c pod zmienn¡ projekcyjn¡ pozostaª¡ gaª¡¹ TGV, o ile zmiennaprojekcyjna nie wyst¦puje w tej gaª¦zi. Pami¦tamy, aby doda¢ to podstawienie do �answer substi-tution�. Gdy która± TGV w wyniku starci swoje zmienne projekcyjne, generalizujemy gaª¦zie ipowtarzamy despecy�kacj¦ dla (ewentualnie) powstaªych TGV. Jest to krok niedeterministyczny.Lemma 3.7. Tak zmody�kowany algorytm ko«czy prac¦ zwracaj¡c pewien typ i podstaw-ienie.Nazwijmy dwa wyst¡pienia meta-zmiennych zale»nymi, je±li typ jednego zawiera TGVuni�kowan¡ z TGV wyst¦puj¡c¡ w typie drugiego (tzn. para tych TGV nale»y do zbioruuni�kowanych TGV), a silnie zale»nymi, je±li »adna TGV z pary nie zawiera zmiennej projek-cyjnej.De�nition 3.8. Rekombinacja podstawie« typów: T3∈R(T1, T2) je±li
T3α = H(τ⊓σ) α∈Dom(T1)∩Dom(T2)

τ =T1α σ=T2α

Hβ=Tβ ∨ Hβ=Sβ β ∈MV (τ⊓σ)

T (τ⊓σ)= τ S(τ⊓σ)=σgdzie ⊓ jest generalizacj¡ pierwszego rz¦du, MV zwraca zmienne wstawione przez general-izacj¦.Theorem 3.9. Rekombinacja, która pod wyst¡pienia zale»ne bez despecy�kacji konkretyzu-j¡cej podstawia z tego samego podstawienia (rodzica), jest poprawna. Je±li T1E0 ⊢ s: T1τ0 i
T2E0 ⊢ t: T2τ0, to T3E0 ⊢ r: T3τ0 i T3 ∈R(T1, T2), dodatkowo je±li T1τ0 i T2τ0 s¡ pryncypalnymitypami s i t, to T3τ0 jest typem pryncypalnym (ang. principal type) programu r. Rekombi-nacja, która pod wyst¡pienia zale»ne po despecy�kacji konkretyzuj¡cej podstawia z tychsamych podstawie«, jest poprawna. Rekombinacja, która pod wyst¡pienia silnie zale»nepodstawia z ró»nych podstawie« (rodziców), nie jest poprawna.Proof. (Szkicowe uzasadnienie twierdzenia.)1. Je±li pod TGV podstawimy odpowiednie podstawienia generalizacji, ze zmiennymi zast¦pi-onymi przez argumenty TGV, to uzyskamy przebiegi algorytmu odpowiadaj¡ce prze-biegom dla rodziców, je±li staniemy przed faz¡ despecy�kacji konkretyzuj¡cej. Kolejne gen-ralizacje nie wpªywaj¡ na odpowiednio±¢ z przebiegiem algorytmu W dla zagadnie« E0, r i

E0, s. Despecy�kacja zmiennych (niekonkretyzuj¡ca) odpowiada przemianowaniu zmien-nych nie zmieniaj¡cemu wyprowadzenia (»adne zmienne nie zostaj¡ uto»samione).

42 Rekombinacja i generalizacja



2. Ka»da TGV jest zwi¡zana z pewn¡ meta-zmienn¡ w s⊓t: ka»da TGV powstaje albo wgeneralizacji typizowa« dla podstawie« pod meta-zmienn¡, albo z podstawienia pod zmi-enn¡ niespecy�czn¡ powstaªego przy typizowaniu podstawie« pod meta-zmienn¡, wtedyjest zwi¡zana z t¡ meta-zmienn¡, albo z generalizacji gaª¦zi innej TGV, wtedy jestzwi¡zana z meta-zmienn¡ macierzystej TGV.3. Obierzmy pewn¡ rekombinacj¦ R. B¦dziemy rekonstruowa¢ typizacj¦ dla rekombinanta
%(R, s⊓t) przez wybieranie tych gaª¦zi TGV, które podstawienie (S(X) czy T (X))zostaªo wybrane dla meta-zmiennej X zwi¡zanej z dan¡ TGV.4. Wyprowadzenie typu z tak podstawionymi TGV odpowiada wyprowadzeniu typu dlarekombinanta, o ile ono istnieje: cz¦±¢ odpowiadaj¡ca s⊓t jest wspólna dla wszystkichrekombinantów, jako cz¦±¢ odpowiadaj¡c¡ meta-zmiennej X zostaªo wybrane pewnewyprowadzenie typu dla tego wªa±nie podstawienia R(X).5. Wyprowadzenie typu dla %(R, s⊓t) daje si¦ zrekonstruowa¢, poniewa» komunikacjawewn¡trz wyprowadzenia nie jest zaburzona: je±li pewne dwa typy s¡ uni�kowane, to zaw-ieraj¡ TGV albo s¡ cz¦±ci¡ gaª¦zi TGV zwi¡zanych z meta-zmiennymi zale»nymi, czylizgodnie z warunkami twierdzenia, R prowadzi do wybrania odpowiadaj¡cych sobie gaª¦zi,i na mocy odpowiedniego wyprowadzenia dla s albo dla t, typy te s¡ uni�kowalne.6. W zrekonstruowanej typizacji T3 ∈ R(T1, T2) poniewa» algorytm (bez despecy�kacjikonkretyzuj¡cej) zwraca generalizacj¦ podstawie«. Zrekonstruowany typ jest pryncypalny,poniewa» jest wynikiem zwracanym przez algorytm inferencji dla rekombinanta.7. Despecy�kacja konkretyzuj¡ca zachowuje poprawno±¢, poniewa» podstawia pod zmiennetypu wolne w typizacji.8. Krzy»owanie podstawie« silnie zale»nych daje nietypizowalny program, poniewa» w (deter-ministycznym) przebiegu algorytmu inferencji napotyka si¦ wtedy na niespeªnialn¡uni�kacj¦ ró»nych gaª¦zi TGV zaczynaj¡cych si¦ od staªych (konstruktorów typu). �Zauwa»my, »e algorytm nie uwzgl¦dnia to»samo±ci meta-zmiennych przy ró»nych ich wyst¡pi-eniach w anty-instancji. Dla potrzeb programowania genetycznego wydaje si¦ nawet korzystneograniczenie generalizacji do termów liniowych ze wzgl¦du na meta-zmienne; jednocze±nie bardzoby to upro±ciªo algorytm generalizacji.3.2.4 Zwi¡zek z algorytmami z prac [12] i [9].Pod wzgl¦dem syntaktycznym zaprezentowany algorytm jest sªabszy od tych ze wspomnianychprac przez brak obsªugi permutacji kontekstu, jednak ªatwo go rozszerzy¢, aby tak¡ obsªug¦zapewniaª. Natomiast mocniejszy jest od [12] w tym, »e stosuje generalizacj¦ drugiego rz¦duz �subterm restriction�, czyli ograniczeniem do podtermów generalizowanych termów (i odró»nie-niem zmiennych termu od meta-zmiennych generalizacji), a nie �pattern restriction�, czyliograniczeniem do podtermów które s¡ zmiennymi zwi¡zanymi (obejmowan¡ przez �subtermrestriction�). Od [9] mocniejszy jest w tym, »e pozwala na zmienne zwi¡zane lokalnie, czyli m.in.na λ-abstrakcje w pozycjach argumentowych. Pokazuje to, »e wspomniane algorytmy s¡ syntak-tycznie bliskie algorytmom pierwszego rz¦du; zasadnicz¡ ró»nic¡ z syntaktycznego punktuwidzenia jest obsªuga permutacji (tutaj permutacji zmiennych zwi¡zanych, kontekstu).Pod wzgl¦dem obsªugi typów algorytm z paragrafu 3.2.1 jest nie do przyj¦cia. Jedynie wprzypadku systemów z jawnym polimor�zmem (�explicit polymorphism�) (koduj¡cych typywewn¡trz termów), jak te u»yte we wspomnianych pracach, algorytm syntaktyczny mo»e zidenty-�kowa¢ typy równowa»ne w ró»nych kontekstach. Wªa±nie dlatego opracowali±my algo-rytm �inferencji typu dla anty-instancji� na wzór systemów z �ad-hoc polymorphism�. Czy da si¦ten wynik przenie±¢ na grunt polimor�zmu parametrycznego, pozostaje do zbadania.
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3.3 Generalizacja drugiego rz¦du i ogólne struktury.Teraz zajmiemy si¦ algorytmem anty-uni�kacji �prawdziwie� drugiego rz¦du.3.3.1 Generalizacje rekombinatorowe z pracy [7].W tym paragra�e prezentuj¦ de�nicje i wybrane fakty z rozdziaªów 5 i 6 pracy Haskera.3.3.1.1 De�nicje ogólne i algorytm dla termów monadycznych.De�nition 3.10. Zbiór generalizacji termów a, b

G(a, b) = {
〈

θi: ti→ a, θi
′: ti→ b

〉

}Aplikacja podstawienia do generalizacji
ρ: 〈θ: t→ a, θ ′: t→ b〉→ 〈σ: s→ a, σ ′: s→ b〉 ⇔ ρ(t)= s, θ= ρ◦ σ, θ ′= ρ ◦ σ ′Przez g1→ g2 oznaczamy fakt (∃ρ)ρ: g1→ g2.De�nition 3.11. Γ =MSG(a, b) jest zbiorem maksymalnie specy�cznych generalizacji, je±li1. (Soundness:) Γ⊆G(a, b)2. (Completeness:) (∀g ∈G(a, b))(∃g ′∈Γ)g→ g ′3. (Minimality:) (∀g, g ′∈Γ)g→ g ′⇒ g= g ′4. (Uniqueness:) (∀g ∈G(a, b)∀g ′∈Γ)ρ: g→ g ′∧ ρ′: g→ g ′⇒ ρ= ρ′De�nition 3.12. Niech G′(a, b) b¦dzie podzbiorem G(a, b) takim, »e je±li 〈θ1: s→ a, θ2: s→

b〉 ∈G′(a, b) i f ∈F (s), to θ1(f) = θ2(f)⇒ θ1(f) = f.De�nition 3.13. Para zmiennych f , g w termie t jest przylegªa (ang. adjacent) je±li t zaw-iera podterm równy f g.De�nition 3.14. Generalizacja 〈θ1: t → a1, θ2: t → a2〉 jest redundantna, je±li f i g s¡przylegªymi zmiennymi wolnymi w t oraz zachodzi jedno z: θ1(f) � f , θ2(f) � f , θ1(g) � g,

θ2(g)� g.De�nition 3.15. CG(a, b), zbiór skondensowanych generalizacji, to podzbiór G(a, b) niezawieraj¡cy generalizacji redundantnych. Zbiór maksymalnie specy�cznych generalizacjiskondensowanych, MSC(a, b), to zbiór maksymalnie specy�cznych generalizacji w CG(a, b).De�nition 3.16. Kiedy g1 → g2 w CG(a, b), to mówimy, »e g1 jest bardziej ogólna (mniejspecy�czna) ni» g2, g1 > g2.Oznaczmy przez
t, θ1, θ2
t′, θ1

′ , θ2
′reguª¦ przeksztaªcania generalizacji 〈θ1: t → a, θ2: t → b〉 w 〈

θ1
′ : t′ → a, θ2

′: t′ → b
〉,gdzie �mianownik� jest ±ci±le bardziej specy�czny ni» �licznik�.De�nition 3.17. �eby policzy¢ MSC(a, b) zaczynamy z g0 ∈ CG(a, b) i stosujemy nast.reguªy, a» »adna nie b¦dzie stosowalna:1. (Delete)

t, θ1∪{s/f }, θ2∪{s/f }

{s/f }(t), θ1, θ2
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2. (Merge)
t, θ1∪{r/f , r/f ′}, θ2∪{s/f , s/f ′}

{f/f ′}(t), θ1∪ {r/f }, θ2∪{s/f }3. (Factor)
t, θ1∪{rK r ′/f }, θ2∪{sK s′/f }

{hKh′/f }(t), θ1∪ {r/h, r ′/h′}, θ2∪{s/h, s′/h′}3.3.1.2 Relewantne kombinatory i algorytm dla termów poliadycznych.De�nition 3.18. Kombinatory kartezja«skie:
π〈p, p′〉= p π ′〈p, p′〉= p′ 〈πr, π ′r〉= r !At= !BMo»na pokaza¢ 〈p, p′〉r = 〈p r, p′ r〉. !A: A → u posyªa argument typu A do typu �unit�, tzn.ignoruje argument.Problem dopasowywania (ang. matching) (oraz generalizacji) nie jest dobrze okre±lony dlatypów produktowych w ogólno±ci; pod jedn¡ zmienn¡ mo»na podstawia¢ coraz bardziej zªo»onestruktury, a pod drug¡ odpowiednie projekcje pozbywaj¡ce si¦ ich. Wybranym ograniczeniem jestograniczenie typów wynikowych funkcji do typów bez produktów. Ale to nie rozwi¡zuje jeszczeproblemu okre±lono±ci generalizacji, poniewa» projekcje ci¡gle pozwalaj¡ ignorowa¢ podtermyanty-instancji. Dlatego wprowadza si¦ relewantne kombinatory.Produkt typów i konstruktor pary oznaczamy przez kropk¦, np. A · (B ·C)@ (A ·B) ·C.De�nition 3.19. Restruktorem nazywamy par¦ dwóch wzorców p � q, gdzie wzorce p, qskªadaj¡ si¦ ze zmiennych x, y, z, � , symbolu specjalnego 1u oraz operatora binarnego � · �.Restruktor nazywamy relewantnym, je±li p jest liniowe, ozn. linear(p), oraz F (p) = F (q),tzn. ka»da zmienna wyst¦puj¡ca w restruktorze pojawia si¦ po prawej stronie. Zakªadamynast¦puj¡ce równo±ci mi¦dzy termami (po prawej stronie warunki zachodzenia):

(s1 · s2)(t1 · t2) = s1t1 · s2t2
1X = p� p p:PX

p� q = σ(p)� σ(q) linear(σ(p))
(p� q)t = θ(q)(r� σ(q)) θ(p) = t∧σ(p)= r

(p� q)(r� p) = r� q

(p1� q1) · (p2� q2) = p1 · p2� q1 · q2 linear(p1 · p2)Powy»ej, θ jest podstawieniem termów pod zmienne wzorca, a σ jest podstawieniem wzorcówpod zmienne wzorca. Przykªadowa interpretacja reguªy czwartej: θ wyªuskuje wyniki t i θ(q)ustawia je we wzorzec q, nast¦pnie σ(q) porz¡dkuje argumenty wedªug wzorca q, »eby je dostar-czy¢ θ(q); jest to mo»liwe, bo argumenty rozdzielaj¡ si¦ wedªug uszczegóªowienia wzorca p dofunkcji atomowych t (których typ wynikowy nie jest produktem).Wprowadzamy nast¦puj¡ce skróty:associate left: αX,Y ,Z = p · (q · r) � (p · q) · rassociate right: αX,Y ,Z−1 = (p · q) · r � p · (q · r)delete left: λX = 1u · p � pinsert left: λX
−1 = p � 1u · pdelete right: ̺X = p ·1u � pinsert right: ̺X
−1 = p � p ·1ucommute: γX,Y = p · q � q · pduplicate: δX = p � p · pDe�nition 3.20. Niech R b¦dzie zbiorem termów generowanych przez produkcj¦

R:4 1|α|α−1|λ|λ−1|̺|̺−1|γ |δ |RR|R ·R
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Poniewa» zachodz¡ równania:
(α ·1)α(1 ·α) = αα (̺ ·1)α = 1 ·λ

λu = ̺u γγ = 1
λγ = ̺ (γ ·1)α(1 · γ) = αγα

α(1 · δ)δ = (δ ·1)δ γδ = δ

λuδu = 1u ̺uδu = 1umamy faktTheorem 3.21. Dla ka»dego relewantnego restruktora p� q istnieje r∈R, r= p� q.Dopasowywanie (ang. matching) relewantnych kombinatorów jest rozstrzygalne np. przezsprowadzenie do kombinatorów kartezja«skich.De�nition 3.22. Zmienne wolne f , g w t s¡ przylegªe, je±li istnieje podterm f s w t i rele-wantny restruktor p� q taki, »e f(p� q)s= f(g · s′) dla pewnego s′.Czyli zmienne s¡ przylegªe, je±li nie s¡ rozdzielone przez staª¡.De�nition 3.23. Podstawienie {t/x} jest przemianowaniem, je±li t jest postaci yτ dlapewnej zmiennej wolnej y oraz obustronnie odwracalnego restruktora relewantnego τ.Theorem 3.24. Dla staªej K w t istniej¡ r, s takie, »e t= r(K ·1)s.De�nition 3.25. Asocjacyjne restruktory, A, to restruktory generowane przez produkcj¦
A:4 1|α|α−1|AA|A ·AJe±li oznaczymy snK = s1 · (s2 · � (sn−1 · sn)� ), to, je±li rozumie¢ �podterm� jako �podterm pier-wszego rz¦du� (czyli np. s nie jest podtermem w s t):Theorem 3.26. Dla termu t i podtermu K s o m wyst¡pieniach w t, istniej¡ r, snK , µ ∈ A,

τ ∈R takie, »e t= r(δmKµ(snK ) ·1)τ.De�nition 3.27. �eby policzy¢ MSC(a, b) zaczynamy z g0 ∈ CG(a, b) i stosujemy nast.reguªy, a» »adna nie b¦dzie stosowalna:1. (Delete)
t, θ1∪{s/f }, θ2∪{s/f }

{s/f }(t), θ1, θ22. (Merge) Dla obustronnie odwracalnego restruktora τ
t, θ1∪ {r/f , rτ/f ′}, θ2∪{s/f , sτ/f ′}

{fτ/f ′}(t), θ1∪{r/f }, θ2∪{s/f }3. (Factor-Constant)
t, θ1∪{r(δmKµ(rnK ) ·1)τ/f }, θ2∪ {s(δm

′

Kµ(snK ) ·1)τ/f }

{h (Kµ(hn) ·1)τ/f }(t), θ1∪{r(δm ·1)/h, rnK /hn}, θ2∪{s(δm
′

·1)/h, snK /hn}4. (Factor-Restructor)
t, θ1∪ {rτ/f }, θ2∪{sτ/f }

{hτ/f }(t), θ1∪ {r/h}, θ2∪{s/h}oraz τ nie ma lewostronnego elementu odwrotnego.3.3.1.3 Praktyczny algorytm uwzgl¦dniaj¡cy rozmiar generalizacji.Przedstawimy efektywny algorytm, wedªug [7] znajduj¡cy u»yteczny podzbiór MSC(a, b), przyzaªo»eniach:1. Termy a i b nie zawieraj¡ zmiennych wolnych.
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2. Termy a i b s¡ pierwszego rz¦du, tzn. s¡ kombinatorami typu u→X.3. Jest pojedynczy typ bazowy ι; dane maj¡ typ u→ ι a funkcje maj¡ typ ι · ι ·� · ι→ ι.De�nition 3.28. Dla pewnej funkcji size i porz¡dku na jej przeciwdziedzinie 6MSCmax(a, b) = {g: g ∈MSC(a, b)∧ (∀g ′∈MSC(a, b)) size(g ′)6 size(g)}Ustalmy funkcj¦ mierz¡c¡ size:MSC(a, b)→〈N,N 〉size(〈θ1: t→ a, θ2: t→ b〉)= 〈size(t), size(θ1)+ size(θ2)〉gdzie dla termów tsize(t) =







size(r)+ size(s) je±li t= r s∨ t= r · s
0 je±li t= p� q ∨ t=1∨ t jest zmienn¡ woln¡
1 w przeciwnym przypadkui dla podstawie« θ size(θ) =

∑

x∈Dom(θ)

size(θ(x))Dla tej de�nicji size, okre±lmy 6 jako
〈a, b〉6 〈c, d〉 � a< c∨ (a= c∧ b> d)De�nition 3.29. Drzewo typizowane to zorientowane drzewo etykietowane takie, »e je±liw¦zeª t jest symbolem funkcyjnym arno±ci n to t ma n synów.De�nition 3.30. Cz¦±ciow¡ permutacj¡ z n do m jest wªo»enie φ z S do {1,� , m} gdzie Sjest k-elementowym podzbiorem {1,� , n} oraz k=min (n,m).De�nition 3.31. Typizowane drzewo s jest obj¦te (ang. embedded) w t,

s= f(s1,� , sm) E g(t1,� , tn)= tje±li zachodzi dowolny z nast¦puj¡cych warunków:1. sE ti, ∃i∈ {1,� , n}2. label(f)= label(g), siE ti ∀i∈{1,� , n}3. f jest zmienn¡, oraz, dla pewnej injekcji φ z {1, � , m} do {1, � , n}, si E tφ(i) ∀i ∈
{1,� ,m}.Je±li drzewo s jest puste, to przyjmujemy sE t dla dowolnego t.Hasker w [7] bª¦dnie de�niuje punkt 3, zamiast wymaga¢ injekcji pozwala na permutacj¦ cz¦±-ciow¡. Nie jest wtedy prawd¡, »e poni»sze gentrees odpowiada dalej zde�niowanemu zbiorowi Mmaksymalnych dopasowa«. Rozszerzenie de�nicji na przypadek drzewa s pustego ma charaktertechniczny.De�nition 3.32.gentrees(a, b) = {t|tE a, tE b, (∀t′: t′E a∧ t′E b) size(t′)6 size(t)}Numerujemy kolejno w¦zªy drzew u»ywaj¡c przej±cia wszerz z indeksem korzenia ustawionym na1. Je±li w¦zeª jest bli»ej korzenia, to ma mniejszy indeks. Indeks w¦zªa p jest oznaczony index(p),a w¦zeª (i poddrzewo, kontekst rozró»nia) t o indeksie i przez t/i. Korze« drzewa t oznaczamyodpowiednio t/1. Etykieta w¦zªa p jest oznaczona przez label(p). Niech |t| b¦dzie ilo±ci¡ w¦zªóww t. De�niujemy macierze N i N ′ rozmiaru |t1| × |t2|:
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De�nition 3.33. Niech synami t1/i b¦d¡ pm, a synami t2/j b¦d¡ qnK (dla m, n > 0), gdzie
un = u1,� , un. Wtedy Ni,j jest zbiorem zawieraj¡cym sum¦ rodzin zbiorów1. {{〈i, index(q)〉}|q ∈ qm}2. {{〈index(p), j 〉}|p∈ pn}3. {{

〈index(pk), index(qφ(k))
〉

|k ∈Dom(φ)}|φ jest cz¦±ciow¡ permutacj¡ z n do m}oraz Ni,j′ jest zbiorem
Ni,j

′ =

{

{〈i, j 〉, 〈index(pk), index(qk)〉|1 6 k6n} label(t1/i) = label(t2/j)
∅ w przeciwnym przypadkuDe�niujemy teraz macierze M, M ′ zawieraj¡ce rozmiary maksymalnie obj¦tych drzew otrzy-manych z N i N ′. Oznaczmy

MΣP =
∑

〈p,q〉∈P

Mp,qDe�nition 3.34.
Mi,j

′ =

{

0 Ni,j
′ = ∅

1+MΣ(Ni,j
′

∖

{〈i,j〉}) w przeciwnym przypadku
Mi,j = max {Mi,j

′ ,MΣP |P ∈Ni,j}Otrzymujemy
M1,1 = |t| dla t∈ gentrees(a, b)Stosuj¡c memoizacj¦, mo»na efektywnie policzy¢ (jak w metodach programowania dynamicznego)for i=n downto 1for j=m downto 1compute Mi,j

′ and Mi,j�eby znale¹¢ maksymalnie du»e obj¦te drzewa de�niujemyDe�nition 3.35.
Ii,j = {P ∈Ni,j |Mi,j=MΣP }∪ {Ni,j

′ |Mi,j=Mi,j
′ }De�nition 3.36. Niech P ∈Ni,j, wtedymatches〈i,j〉 =

⋃

〈p,q〉∈P \{〈i,j〉}

matches〈p,q〉∪{

{〈i, j 〉} je±li 〈i, j 〉 ∈P
∅ w przec. przyp.De�nicja jest niedeterministyczna ze wzgl¦du na wybór P. Oznaczamy zbiór wszystkichrozwi¡za« przez

M = {matches〈1,1〉}3.3.2 Algorytm rekonstrukcji generalizacji z relewantnymi λ-abstrakcjami.Generalizacja drugiego rz¦du w porz¡dku danym przez podstawienia wyra»a si¦ w j¦zyku λ-termów pierwszego rz¦du: zmienne zwi¡zane λ-abstrakcji sªu»¡ do �sklejania� podstawie« zantyinstancj¡. (Ogólnie, rz¡d generalizacji w porz¡dku podstawieniowym jest o 1 wi¦kszy ni»rz¡d potrzebnych λ-termów.) Dopiero w porz¡dku aplikacyjnym (gdzie podstawienia s¡ reali-zowane przez β-redukcj¦) rz¡d generalizacji jest taki sam jak rz¡d λ-termów.
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B¦dziemy si¦ posªugiwa¢ λ-rachunkiem, poniewa» jest wygodniejszy dla manipulacji lokaln¡struktur¡ aplikacyjn¡ ni» algebra kombinatorów: �nitki� ª¡cz¡ce funkcj¦ i argument mog¡ by¢jawnie nazwane; poza tym, jest bardziej naturalny przy traktowaniu termów jako drzew.B¦dziemy u»ywa¢ postaci �uncurried�, bardziej odpowiedniej w j¦zyku drugiego rz¦du. λ-termyu»ywane w generalizacji b¦dziemy uwa»a¢ za ró»ne od wszelkich konstrukcji j¦zyka, któregotermy generalizujemy; zbiór zmiennych generalizacji, czyli meta-zmiennych, oznaczmy M .Ograniczymy si¦ do relewantnego λ-rachunku, tzn. do λ-abstrakcji relewantnych.De�nition 3.37. λ-abstrakcja λx1, � , xn.t jest relewantna, je±li {x1, � , xn} = FM(t), gdzie
FM oznacza wolne meta-zmienne termu.Opracujemy algorytm rekonstrukcji generalizacji z macierzy I. Taki algorytm nie byª podanybezpo±rednio w pracy Haskera. Zbiory zawarte w Ii,j oznaczaj¡ mo»liwe do podj¦cia w pozycji i,
j dopasowania kroki:1. Doª¡cz korze« drugiego termu do konstruowanego podstawienia, caªy pierwszy termzachowaj dla dalszej generalizacji.2. Doª¡cz korze« pierwszego termu do konstruowanego podstawienia, caªy drugi termzachowaj dla dalszej generalizacji.3. Doª¡cz korzenie obu termów do konstruowanego podstawienia, przydziel podtermy, którew dalszym przebiegu b¦d¡ tworzy¢ argumenty konstruowanego podstawienia (zmiennej).4. Utwórz anty-instancj¦ z korzeni obu podtermów (o ile maj¡ wspóln¡ etykiet¦), konstruujgeneralizacj¦ (anty-instancj¦) dla ka»dego argumentu.Algorytm generalizacji As(i, j) =Subst(l, r, θ1, θ2, V ,H , S) lub As(i, j)=AntiInst(g, θ1, θ2), gdzie
i, j to pozycje (indeksy) w generalizowanych programach, l, r lewe (daj¡ce s) i prawe (daj¡ce t)aktualnie konstruowane podstawienia, θi wynikowe podstawienia generalizacji, VK zmiennezwi¡zane aktualnych podstawie« generalizacji, HK podtermy anty-instancji w kolejno±ciodpowiadaj¡cej V , S pozostaªe do przetworzenia fragmenty programów (�skrawki�), g skon-struowan¡ anty-instancj¦.Przy generalizacji programów s, t, As(i, j , θ1, θ2) zwraca: wybierz P ∈ Ii,j i w zale»no±ci odkategorii rodzin podzbioróªw, do której P nale»y1. P = {〈i, j ′〉}, t/j = f(t1, � , tn), t/j ′ = tk. Aby skróci¢ sformuªowania, dopuszczamywsz¦dzie przypadek n= 0.je±li As(i, j

′)= Subst(l, r, θ1, θ2, VK , HK , S)

r ′ = f(r1,� , rn)
rm = xm dla 16m6n,m� k
rk = r

S ′ = S ∪{tm/xm|16m6n,m� k}zwró¢ Subst(l, r ′, θ1, θ2, VK , HK , S ′)w p.p. As(i, j ′)=AntiInst(g, θ1, θ2)
r ′ = f(r1,� , rn)
rm = xm dla 1 6m6n,m� k
rk = X

VK ′
= VK .X

HK ′
= HK .g

S ′ = S ∪{tm/xm|16m6n,m� k}zwró¢ Subst(X, r ′, θ1, θ2, VK ′
, HK ′

, S ′)

xm oraz X s¡ nowymi meta-zmiennymi.2. P = {〈i′, j 〉}, s/i= f(s1,� , sn), s/i′= sk.
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je±li As(i
′, j)=Subst(l, r, θ1, θ2, VK , HK , S)

l ′ = f(l1,� , ln)
lm = xm dla 16m6n,m� k
lk = l

S ′ = S ∪{tm/xm|1 6m6n,m� k}zwró¢ Subst(l ′, r, θ1, θ2, VK , HK , S ′)w p.p. As(i
′, j)=AntiInst(g, θ1, θ2)

l ′ = f(l1,� , ln)
lm = xm dla 16m6n,m� k
lk = X

VK ′
= VK .X

HK ′
= HK .g

S ′ = S ∪ {sm/xm|1 6m6n,m� k}zwró¢ Subst(l ′, X , θ1, θ2, VK ′
, HK ′

, S ′)

xm oraz X s¡ nowymi meta-zmiennymi.3. P = {〈i1, j1〉, � , 〈ik, jk〉}, s/i= f(s1, � , sn), t/j = g(t1, � , tn′), s/im = sψm
, t/jm = tφ(ψm),

1 6m6 k,Dom(φ)= {ψ1,� , ψk} w porz¡dku rosn¡cym.
VK ′4 VK , HK ′4 HKdla 16m6 kje±li As(im, jm) =Subst(lm, rm, θ1m, θ2m, VK m, HK m, Sm)

lψm
= lm

rφ(ψm) = rmw p.p. As(im, jm)=AntiInst(gm, θ1m, θ2m)

lψm
= Xm

rφ(ψm) = Xm

VK ′ 4 VK ′
.Xm

HK ′ 4 HK ′
.gnast¦pnie

S ′ = S ∪{sm/xm, tm′/ym′|1 6m6n, 16m′6n′,m � Dom(φ),m′ � Ran(φ)}

lm = xm, 16m6n,m � Dom(φ)

rm = ym, 16m6n′,m � Ran(φ)

l′ = f(l1,� , ln)
r ′ = g(r1,� , rn′)

θ1
′ =

⋃

16m6k

θ1
m

θ2
′ =

⋃

16m6k

θ2
mzwró¢ Subst(l′, r ′, θ1′ , θ2′, VK ′

, HK ′
, S ′)

xm, ym oraz Xm s¡ nowymi meta-zmiennymi.4. P = {〈i, j 〉, 〈i1, j1〉,� , 〈in, jn〉}, s/i= f(s1,� , sn), t/j = f(t1,� , tn), s/im= sm, t/jm= tm,

1 6m6n.

θ1
′4 θ1, θ2

′4 θ2
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dla 16m6nje±li As(im, jm) =Subst(lm, rm, θ1m, θ2m, VK m, HK m, Sm)

S1
′(x) = Ap(VK m, θ1mHK m, Sm(x)) x∈Dom(Sm)

S2
′(x) = Ap(VK m, θ2mHK m, Sm(x)) x∈Dom(Sm)

θ1
′ 4 θ1

′ ∪ θ1
m∪ {λVK m.S1

′(lm)/Zm}

θ2
′ 4 θ2

′ ∪ θ2
m∪ {λVK m.S2

′(rm)/Zm}

gm = Zm(HK m)w p.p. As(im, jm)=AntiInst(gm, θ1m, θ2m)

θ1
′ = θ1

′ ∪ θ1
m

θ2
′ = θ2

′ ∪ θ2
m

gm = gmzwró¢ AntiInst(f(g1,� , gn), θK1′, θK2′)
Zm s¡ nowymi meta-zmiennymi.5. P = ∅, s/i= c, t/j= d, c� d, zwró¢ Subst(c, d,∅,∅,∅,∅,∅).�eby wyznaczy¢ generalizacj¦ (anty-uni�kacj¦) programów s, t:wyznacz macierze N,N ′,M ,M ′, Ije±li As(1, 1)= Subst(l, r, θ1, θ2, VK , HK , S)

S1
′(x) = Ap(VK , θ1HK , S(x)) x∈Dom(S)

S2
′(x) = Ap(VK , θ2HK , S(x)) x∈Dom(S)

θ1
′ = θ1∪{λVK .S1

′(l)/Z}

θ2
′ = θ2∪{λVK .S2

′(r)/Z}

g = Z(HK )zwró¢ g, θ1
′ , θ2

′w p. p. As(1, 1)=AntiInst(g, θ1, θ2)zwró¢ g, θ1, θ2Pozostaje jeszcze zadanie wyznaczenia Ap(VK , HK , t). Maj¡c ju» rozwi¡zane zadanie maksymal-izacji rozmiaru anty-instancji, zajmiemy si¦ minimalizacj¡ rozmiaru podstawie«. Poniewa» posta¢anty-instancji determinuje argumenty podstawie«, na ich podstawie trzeba optymalnie �wykroi¢skrawki�. Wystarczy przegl¡da¢ term t od ko«ców (od li±ci), szukaj¡c najdªu»ej pasuj¡cego argu-mentu z HK . Przy odpowiedniej reprezentacji, sprowadza si¦ to do porównywania stringów. Jakowa»ne zadanie pozostaje zbadanie zªo»ono±ci obliczeniowej powstaªych algorytmów i ewentualnaoptymalizacja algorytmu Ap(VK , HK , t).Algorytm Ap(VK , HK , t):1. Sprowad¹ t i elementy HK do postaci odwrotnej notacji polskiej (ang. RPN): tr, HK r.2. Znajd¹ string z HK r o maksymalnej dªugo±ci b¦d¡cy odcinkiem pocz¡tkowym tr. Je±litakiego nie ma, zako«cz (zako«cz wywoªanie rekurencyjne). (Krok niedeterministyczny.)3. Zast¡p znaleziony odc. pocz¡tkowy t0 w tr odpowiedni¡ zmienn¡ x0 z VK .4. Okre±l odcinek pocz¡tkowy sr taki, »e t0 jest argumentem funkcji b¦d¡cej ostatnim ele-mentem sr (tzn. najmniejszy podterm tr, »e t0 jest jego ±cisªym podtermem). Je±li taki sristnieje, to wywoªaj rekurencyjnie od punktu 2 dla sr′ , gdzie sr= t0.sr
′ .5. Je±li sr � tr (a je±li sr nie istnieje, to je±li t0 � tr), wywoªaj rekurencyjnie od punktu 2 dla

tr
′ , gdzie tr= sr.tr

′ (a je±li sr nie istnieje, tr= t0.tr
′ ).6. Poskªadaj odpowiedzi, zast¦puj¡ce odpowiednie podtermy tr przez zmienne, i zwró¢ takprzeksztaªcony term.
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3.3.3 Generalizacja przez znajdowanie maksymalnych wspólnychpodstruktur.W tym podrozdziale poka»emy, »e efektywny algorytm Haskera nie oblicza MSCmax. Podamy te»algorytm obliczaj¡cy MSC. Powód, dla którego efektywny algorytm Haskera nie oblicza MSCmaxjest taki sam, jak powód, dla którego zrezygnowano z kombinatorów kartezja«skich na rzecz rele-wantnych: »eby wykorzysta¢ t¦ sam¡ informacj¦ w ró»nych miejscach, stosuj¡c algorytm rekursjiwzdªu» struktury termów, trzeba j¡ skopiowa¢, a nast¦pnie skasowa¢ w niepotrzebnych miejscach.Algorytm Haskera wyklucza kopiowanie, »eby nie byªo konieczne kasowanie. Dopuszczeniekasowania prowadzi do patologicznych pseudo-generalizacji.Niekiedy mówi¡c o drzewie, ma si¦ na my±li nie tylko graf skierowany, ale jeszcze porz¡dekokre±lony dla ka»dego w¦zªa na przylegªych do niego kraw¦dziach. Tak te» niejawnie przyjmujeHasker w swojej de�nicji drzewa typizowanego.Porz¡dkiem sub wyznaczonym przez drzewo typizowane t nazwiemy domkni¦cie przechodnierelacji danej przez graf t: sub(v1, v2), je±li w¦zeª v2 nale»y do poddrzewa zaczepionego w v1. Zbiórw¦zªów drzewa oznaczmy przez V (t). Niech V b¦dzie wyró»nion¡ etykiet¡ oznaczaj¡c¡ zmienne.Niech predykat labelk(v)≡ (label(v)= k∨ label(v) =V ). Niech relacjaargnn(v1, v2) = (n 6 outdeg(v1)) ∧ sub(v1, v2) ∧ (labelV (v1) ∨ wierzchoªek v2 nale»y do poddrzewazaczepionego w n-tym argumencie w¦zªa v1)(Je±li n jest wi¦ksze od arno±ci funkcji label(v1), to {v2|argnn(v1, v2)}= ∅}).De�nition 3.38. Niech G = V (t)\{p|labelV (p)}. Struktur¡ Struct(t) wyznaczon¡ przezdrzewo typizowane t nazywamy system relacyjny 〈G, {labelk|k jest etykiet¡} ∪ {sub} ∪
{argnn|1 6 n 6 maksymalna arno±¢ symb. funkcyjnych t}, ∅, ∅〉 (bez operacji i elementówwyró»nionych; relacje s¡ obci¦te do zbiorów Gn).De�nition 3.39. Monomor�zmem systemów relacyjnych A i B nazywamy ró»nowarto±-ciowy silny homomor�zm, tzn. odwzorowanie h:A�1−1

B takie, »e rA(a1,� , an)≡ rB(h(a1),� ,
h(an)).De�nicja systemu relacyjnego i monomor�zmu, patrz [19]. Zamysªem twierdzenia jestwskazanie, »e algorytm z [7] (a wªa±ciwie mój algorytm, na bazie struktury wyznaczonej przezHaskera) zwraca generalizacj¦, ale nie MSCmax.Theorem 3.40. Je±li drzewo typizowane s jest obj¦te przez drzewo typizowane t, s E t, toistnieje monomor�zm h ze Struct(s) do Struct(t), h[Struct(s)] 6 Struct(t). Jednak je±linawet istnieje monomor�zm h ze Struct(s) do Struct(t), to ci¡gle mo»e nie zachodzi¢ s′E t′dla »adnych s′, t′: Struct(s)= Struct(s′),Struct(t)=Struct(t′).Przypomnijmy de�nicj¦: Typizowane drzewo s jest obj¦te (ang. embedded) w t,

s= f(s1,� , sm) E g(t1,� , tn)= tje±li zachodzi dowolny z nast¦puj¡cych warunków:1. sE ti, ∃i∈ {1,� , n}2. label(f)= label(g), siE ti ∀i∈{1,� , n}3. f jest zmienn¡, oraz, dla pewnej injekcji φ z {1, � , m} do {1, � , n}, si E tφ(i) ∀i ∈ {1, � ,
m}.Proof. Cz¦±¢ s E t � h[Struct(s)] 6 Struct(t). Niech drzewa typizowane speªniaj¡ s E t.Przeprowad¹my indukcj¦ ze wzgl¦du na rozmiar t.Niech t b¦dzie li±ciem. Wtedy s jest li±ciem, mo»e zachodzi¢ 2. lub 3. punkt de�nicji obej-mowania. Je±li f jest zmienn¡, to monomor�zm jest trywialny (pusty). W przeciwnym przy-padku label(s/1) = label(t/1) i wszystkie relacje si¦ pokrywaj¡, h(s/1) = t/1 jest monomor-�zmem.
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Niech teraz g(t1,� , tn) = t, n> 1. Je±li zachodzi punkt 1. de�nicji obejmowania, to monomor-�zm mamy z zaª. ind.Je±li zachodzi punkt 2., to z zaª. ind. mamy n monomor�zmów, które skªadamy razem idodajemy h(f) = g otrzymuj¡c monomor�zm ze Struct(s) w Struct(t). Wida¢ zgodno±¢ relacjilabelk i sub, natomiast zgodno±¢ relacji argni wynika st¡d, »e sparowane s¡ odpowiednie si oraz
ti. Je±li zachodzi punkt 3., to z zaª. ind. mamy n monomor�zmów dla podsystemów Struct(si) wStruct(tφ(i)). Relacje sub i argnl nie zachodz¡ dla »adnych par z Struct(si)× Struct(sj), i� j, anidla »adnych par z Struct(ti) × Struct(tj), i � j, a no±nikiem Struct(s) jest suma no±nikówStruct(si), wi¦c skªadaj¡c otrzymane n monomor�zmów otrzymujemy szukany monomor�zm.Cz¦±¢ s E t� h[Struct(s)] 6 Struct(t). Niech b¦dzie dany monomor�zm h ze Struct(s) wStruct(t). Przeprowad¹my prób¦ indukcji ze wzgl¦du na liczebno±¢ no±nika Struct(t).Niech no±nik Struct(t) b¦dzie pusty. Wymusza to, »e no±nik Struct(s) te» jest pusty.Obierzmy jako s′ drzewo puste, wtedy s′E t′= t.Je±li no±nik Struct(s) jest pusty, obierzmy jako s′ drzewo puste, wtedy s′E t′= t.Niech s= f(s1,� , sm), g(t1,� , tn) = t. Je±li f nie jest zmienn¡ oraz h(f) = g, obieramy punkt2. derywacji i podderywacje obejmowania mieliby±my z zaªo»enia indukcyjnego: poniewa» h jestzgodna z argni, wi¦c jest homomor�zmem podsystemów Struct(si) w Struct(ti). Tez¦ mieliby±mydla s′= f(s1

′ ,� , sm′ ), g(t1
′ ,� , tn′ )= t′.Je±li h(f) � g, to obieramy punkt 1. derywacji dla odpowiednich poddrzew t tak dªugo, a»zejdziemy do podtermu o korzeniu t1/1 = g1 = h(f) (pami¦tamy, »e h(f)∈ Struct(t)). Poniewa» hjest zgodna z sub, wi¦c h[Struct(s)] ⊆ Struct(t1), st¡d h jest monomor�zmem Struct(s) wStruct(t1) i mo»emy wykorzysta¢ rezultat dany wy»ej (tzn. dla przypadku h(f) = g) dlauzyskania potrzebnej podderywacji: niech zwrócone drzewa b¦d¡ s′, t1′. Tez¦ mieliby±my dla s′,

[t1
′
/t1]t.Je±li f jest zmienn¡, to mo»emy obra¢ w derywacji relacji obejmowania punkt 1 lub 3.Potrzebujemy tak dobra¢ permutacje, aby pary: minimalna fi nale»¡ca do no±nika Struct(s) i

h(fi) si¦ spotkaªy. Jednak h mo»e ª¡czy¢ minimalne fi z dowolnie ulokowanymi nieporównywal-nymi przez sub podtermami t.Dla przykªadu, niech x b¦dzie zmienn¡ funkcyjn¡:
s = x(a, b, c)

t = f(a, g(b, c))Monomor�zm h(as)= at, h(bs)= bt, h(cs)= ct, ale sE t.
�Maksymalne izomor�czne podsystemy to takie, które nie s¡ podsystemami innych izomor-�cznych podsystemów. Podobnie mo»na udowodni¢, »e:Theorem 3.41. Zbiory z M wyznaczaj¡ izomor�czne podsystemy systemów relacyjnychStruct(s) i Struct(t), dla ustalonych drzew typizowanych s i t. Jednak nie musz¡ to by¢maksymalne podsystemy izomor�czne.Teraz przejd¹my do meritum:We¹my generalizacj¦ programów a i b. (Niech jej anty-instancja i podstawienia b¦d¡ wpostaci normalnej, tzn. bez restruktorów wewn¡trz termów, tylko po prawej.) We wszystkichrestruktorach, wyró»nijmy pewne wyst¡pienia zmiennych prawej strony tak, aby ka»dy restruktorbyª liniowy je±li uwzgl¦dnia¢ tylko te wyst¡pienia (eliminacja powtórze«). Teraz dokonajmy pod-stawie« generalizacji i wyró»nijmy te wyst¡pienia symboli (w¦zªy drzewa), które pochodz¡ odkorzenia anty-instancji, albo pochodz¡ od anty-instancji poprzez zmienn¡ wyró»nion¡. Mo»nazauwa»y¢, »e ka»demu wyst¡pieniu symbolu w anty-instancji odpowiada identy�kowalnewyró»nione wyst¡pienie symbolu w uzyskanych z podstawienia programach (wyró»niony w¦zeªdrzewa). To pozwala zbudowa¢ odpowiednio±¢ mi¦dzy wyró»nionymi w¦zªami a i b. Nazwijmy j¡odpowiednio±ci¡ przez uliniowienie.
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Theorem 3.42. Ka»da odpowiednio±¢ przez uliniowienie dana przez generalizacj¦ 〈t, θ1,
θ2〉 jest izomor�zmem odpowiednich podsystemów Struct(a) i Struct(b). Podsystemy te s¡izomor�czne z systemem relacyjnym Struct(t).Pami¦tamy z de�nicji, »e zmienne s¡ usuwane z no±nika Struct(t).Proof. Przeprowad¹my indukcj¦ wzgl¦dem struktury anty-instancji.Je±li w korzeniu anty-instancji jest staªa, to stosuj¡c zaª. ind. do bezpo±rednich podtermów a,
b i anty-instancji (odpowiadaj¡cych sobie, tak, »e argni jest zachowana), otrzymujemy tez¦, przyj-muj¡c h(a/1) = b/1, odpowiednio h1(a/1) = t/1, h2(b/1) = t/1. (Je±li nie ma podtermów, to tezawynika natychmiast dla h(a/1) = b/1, h1(a/1)= t/1, h2(b/1) = t/1.)Je±li za± w korzeniu anty-instancji jest zmienna, to ustalamy, jakie zmienne restruktorów s¡wyró»nione w podstawieniach. Nast¦pnie tworzymy trójki: argument zmiennej w korzeniu anty-instancji, podterm a uzyskany z podstawienia tego argumentu pod zmienn¡ wyró»nion¡ w pod-stawieniu daj¡cym a, podterm b tak samo. Stosujemy zaªo»enie indukcyjne do ka»dej trójki (ztymi samymi podstawieniami generalizacji). Szukany izomor�zm jest zªo»eniem otrzymanychizomor�zmów, wystarczy pokaza¢, »e s¡ zgodne. Ale je±li dwa w¦zªy le»¡ w dziedzinach ró»nychizomor�zmów, to le»¡ w rozª¡cznych podtermach, wi¦c argni ani sub nie zachodzi mi¦dzy nimi; tosamo dla dwóch w¦zªów w obrazach ró»nych izomor�zmów, w szczególno±ci dla obrazów wspom-nianych w¦zªów z dziedzin. St¡d zªo»enie izomor�zmów jest izomor�zmem. (Dotyczy to wszyst-kich trzech izomor�zmów, równie» tych na Struct(t), poniewa» t/1 nie nale»y do no±nika.) �Theorem 3.43. Je±li pewna (dowolna) odpowiednio±¢ przez uliniowienie wyznacza maksy-malne izomor�czne podsystemy, to generalizacja jest sprowadzalna do MSC(a, b) przez conajwy»ej ª¡czenie zmiennych (reguªa Merge).Proof. Poka»emy, »e do tej generalizacji nie stosuje si¦ »adna, poza (Merge), reguªa spo±ródtych w de�nicji 3.27, czyli1. (Delete)

t, θ1∪{s/f }, θ2∪{s/f }

{s/f }(t), θ1, θ22. (Merge) Dla obustronnie odwracalnego restruktora τ
t, θ1∪ {r/f , rτ/f ′}, θ2∪{s/f , sτ/f ′}

{fτ/f ′}(t), θ1∪{r/f }, θ2∪{s/f }3. (Factor-Constant)
t, θ1∪{r(δmKµ(rnK ) ·1)τ/f }, θ2∪ {s(δm

′

Kµ(snK ) ·1)τ/f }

{h (Kµ(hn) ·1)τ/f }(t), θ1∪{r(δm ·1)/h, rnK /hn}, θ2∪{s(δm
′

·1)/h, snK /hn}4. (Factor-Restructor)
t, θ1∪ {rτ/f }, θ2∪{sτ/f }

{hτ/f }(t), θ1∪ {r/h}, θ2∪{s/h}oraz τ nie ma lewostronnego elementu odwrotnego.Zaªó»my, »e do generalizacji stosuje si¦ reguªa (Delete). We¹my dowoln¡ odpowiednio±¢ przezuliniowienie. Ustalmy pewne wyst¡pienie zmiennej f w anty-instancji. Poniewa» podsystemy tejodpowiednio±ci s¡ izomor�czne ze Struct(t), wi¦c miejsce w porz¡dku odpowiedniego wyst¡pienia
s w drzewach a i b jest takie samo w obydwu podsystemach. St¡d mo»na je rozszerzy¢ dodaj¡codpowiednie wyst¡pienia s i zachowuj¡c wªasno±¢ izomor�zmu, czyli nie jest on maksymalny.Teraz zaªó»my, »e do generalizacji stosuje si¦ reguªa (Merge). Je±li przed jej zastosowaniem»adna inna reguªa si¦ nie stosuje, to po zastosowaniu (Merge) te» nie b¦dzie si¦ stosowa¢, bo je±listosuje si¦ do f po (Merge), to stosuje si¦ te» do f przed (Merge). St¡d sprowadzaj¡c dowolnygeneralizator skondensowany do generalizatora MSC, mo»na najpierw stosowa¢ pozostaªe reguªy,a gdy »adna si¦ nie b¦dzie stosowa¢, same reguªy (Merge).
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Zaªó»my, »e do generalizacji stosuje si¦ reguªa (Factor-Constant). Ustalmy wyst¡pieniezmienej f , podobnie jak w przypadku (Delete). Wybierzmy pierwsze spo±ród m wyse-lekcjonowanych wyst¡pie« staªej K z ustalonych pozycji w a, podobnie pierwsze spo±ród m′ wys-t¡pie« w b. Ze wzgl¦du na to, »e staªa K ma tak¡ sam¡ struktur¦ argumentów w obu podstaw-ieniach w tych wyst¡pieniach, ma dokªadnie te same elementy ponad ze wzgl¦du na relacje sub iargni w obu podsystemach odpow. z a i z b izomor�cznych ze Struct(t). Oczywi±cie ma te» tesame elementy pod (s¡ to elementy Struct(t) pod f w t); st¡d izomor�zm mo»na rozszerzy¢ oodwzorowanie tych wyst¡pie« K, nie jest wi¦c maksymalny.Zaªó»my, »e do generalizacji stosuje si¦ reguªa (Factor-Restructor). Reguªa ta oznacza, »epewne argumenty anty-instancji zostan¡ powielone. Ustalmy dowoln¡ odpowiednio±¢ przez ulin-iowienie. Ustalmy jeden z argumentów, który ma by¢ powielony w wyniku reguªy. Oznacza to, »ew restruktorze ma on co najmniej dwa wyst¡pienia po prawej. Wybierzmy po jednymniewyró»nionym wyst¡pieniu w ka»dym z podstawie«. Mo»emy teraz rozszerzy¢ izomor�zm, cho-cia»by odwzorowuj¡c korze« podtermu a odpowiadaj¡cego argumetnowi wybranego podstawieniaw tak okre±lony w¦zeª b. To zachowa izomor�zm, poniewa» odwzorowane w¦zªy nie maj¡ niczegoponad w podsystemach do których b¦d¡ dodane, a pod maj¡ to, co �pod zmienn¡ f �. �Zagadnienia praktyczne. Powy»sze twierdzenie podpowiada, »e mo»na szuka¢ maksymalnychizomor�cznych podsystemów »eby znale¹¢ MSC(a, b); po znalezieniu izomor�zmu rekonstruujemyanty-instancj¦, która b¦dzie liniowa; nast¦pnie ª¡czymy zmienne i �kompresujemy skrawki� algo-rytmem Ap.Jednak dla potrzeb programowania genetycznego, wªa±nie taka generalizacja, liniowawzgl¦dem meta-zmiennych generalizacji i λ-abstrakcji generalizacji, wydaje si¦ odpowiednia.Mo»liwo±¢ okre±lenia efektywnego algorytmu znajdowania maksymalnej wspólnej podstruk-tury w ogólnym przypadku zale»y od systemu; nie mo»e by¢ zbyt bogaty w �niestrukturalny�sposób. Relacje mog¡ np. wyznacza¢ jakie± uporz¡dkowanie, pozwalaj¡ce na zastosowanie pro-gramowania dynamicznego, jak tutaj relacja sub.Okre±lenie generalizacji a nast¦pnie rekombinacji w terminologii podstruktur ma du»eznaczenie dla programowania genetycznego, i szerzej dla syntezy (czy wnioskowania) indukcyjneji analogicznej. Wiele (by¢ mo»e wi¦kszo±¢) skutecznych zastosowa« GP wykorzystuje strukturybliskie problemowi: struktury grafowe i �wariacje na ich temat�, np. zastosowania w projek-towaniu obwodów elektrycznych �ltruj¡cych (sukcesy promowane przez Koz¦), anten do tele-fonów komórkowych, stworze« poruszaj¡cych si¦ w ±rodowisku �zycznym (system Framsticksopracowywany na UAM w Poznaniu; GP konstruuje budow¦ �zyczn¡ stworzenia i budow¦ jegomózgu). Obecnie wykorzystywane w tych systemach operatory rekombinacji najcz¦±ciej dokonuj¡przypadkowej wymiany fragmentów reprezentacji. Dla przykªadu, w systemie Framsticks trzebasztucznie ograniczy¢ rekombinacj¦ do wymiany wag w sieci neuronowej, aby zapobiec psuciuprzez rekombinacj¦ dobrze dostosowanych struktur neuronalnych.Uwaga natury teoretycznej. Odpowiednio±¢ mi¦dzy generalizacjami a maksymalnymiizomor�cznymi podstrukturami (podsystemami) wynika st¡d, »e generalizacja to anty-instancjao r a z podstawienia. Generalizacja b¦d¡ca MSC mo»e mie¢ nie najbardziej specy�czn¡ anty-instancj¦. Oznacza to, »e maksymalne izomor�czne podsystemy s′ ∼ t′, s′ < s, t′ < t mog¡ by¢parami izomor�czne z izomor�cznymi podsystemami s′∼ s′′, t′∼ t′′, s′′< s, t′′< t, dla których ist-niej¡ s′′′∼ t′′′, s′′<s′′′6 s, t′′< t′′′6 t.3.3.3.1 Znajdowanie maksymalnych izomor�cznych podsystemów.Najprostszym sposobem znajdowania maksymalnych izomor�cznych podsystemów jest:
C := zbiór par pozycji o tych samych etykietach
M := ∅dopóki C � ∅wybierz (p, q)∈Cje±li dla wszystkich (p′, q ′)∈M

(sub(p, p′)≡ sub(q, q ′))∧
∧

16i6ar(p) argni(p, p′)≡ argni(q, q ′)to M := M ∪ {(p, q)}
C := C\{(p, q)}
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zwró¢ MMa on zªo»ono±¢ O(n4), gdzie n jest sum¡ dªugo±ci generalizowanych termów: najpierw gen-erowanych jest mniej ni» n2 par, nast¦pnie dla ka»dej z nich dokonywanych jest mniej ni» n2sprawdze«. Zalet¡ tego algorytmu jest, »e mo»na uwzgl¦dni¢ preferencje co do wybieranych par.W przypadku programowania genetycznego mo»na np. preferowa¢ pary pozycji, dla którychpodejrzewa si¦ �to»samo±¢ genealogiczn¡� (pochodzenie od wspólnego przodka).Wprowad¹my oznaczenia: par¦ (p, q)∈C nazywamy Pareto-maksymaln¡ w C je±li
¬(∃(p′, q ′)∈C)p′� p∧ q ′� q ∧ sub(p, p′)∧ sub(q, q ′)Odpowiednio de�niuje si¦ par¦ Pareto-minimaln¡ w C. Wprowadzimy teraz wydajniejszealgorytmy. Algorytm, przetwarzaj¡cy pozycje od li±ci ku korzeniowi:

C := zbiór par pozycji o tych samych etykietach
M := ∅dopóki C � ∅1: wybierz (p, q) Pareto-maksymaln¡ w C2: C := C\{(p′, q ′)|sub(p, p′)∨ sub(q, q ′)}3: C := C\{(p′, q ′)|(∃i) argni(p′, p)
 argni(q ′, q)}
M := M ∪{(p, q)}zwró¢ MAlgorytm przetwarzaj¡cy pozycje od korzenia ku li±ciom (odpowiada klasycznym rekuren-cyjnym sformuªowaniom generalizacji termów):przetwórz(C) =
M := ∅dopóki C � ∅1: wybierz (p, q) Pareto-minimaln¡ w Cdla i=1 do ar(p)2: M := M ∪ przetwórz({(p′, q ′)∈C |(∃i) argni(p, p′)∧ argni(q, q ′)})3: C := C\{(p′, q ′)|sub(p, p′)∨ sub(q, q ′)}zwró¢ M

C := zbiór par pozycji o tych samych etykietachzwró¢ przetwórz(C)Algorytm od-korzenia-ku-li±ciom ªatwo zaimplementowa¢ wydajniej � ze zªo»ono±ci¡ O(n2).Zbiór C mo»na generowa¢ w sposób leniwy z poddrzew s, t:C ⊂ s× t, poniewa» operacje na przy-nale»no±ci do tego zbioru to 3: usuwanie poddrzew oraz 2: przekazywanie poddrzew do dalszegoprzetwarzania. Wystarczy opracowa¢ mechanizm wyboru (punkt 1) nie przetwarzaj¡cy parwielokrotnie. Mo»na to zrobi¢ przechowuj¡c przetworzone poddrzewa S, T : S ∋ s′ (odpowiednio
T ∋ t′) oraz w pojedynczym kroku dodawa¢ w¦zeª p do s′ lub q do t′ i szuka¢ q (odpowiednio p)w t′ ∈ T (odpowiednio w s′ ∈ S) o tej samej etykiecie; po znalezieniu, zast¡pi¢ t′ w T przez pod-drzewa powstaªe przez usuni¦cie z t′ w¦zªów od korzenia t′ do w¦zªa q (odpowiednio dla przy-padku s′, S , p).Theorem 3.44. Powy»sze algorytmy generuj¡ izomor�my maksymalnych izomor�cznychpodsystemów.Konstrukcja generalizacji ograniczonych do MSCmax, a wi¦c nie tylko maksymalnie specy-�cznych, ale i najwi¦kszych rozmiarem, jest trudniejsza. Przy przetwarzaniu od-li±ci-ku-korzeniowi mo»emy zastosowa¢ metod¦ programowania dynamicznego: najlepiej dopasowanedrzewa maj¡ te» najlepiej dopasowane poddrzewa. Jednak nale»y uwzgl¦dni¢ wszystkie mo»liwedopasowania powy»ej przetwarzanej pary. Dla zbioru C wszystkich par pozycji o takich samychetykietach:
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Gdy wszystkie pary z C powy»ej (p, q) ∈ C zostaªy ju» ocenione, skonstruuj wszys-tkie maksymalnie liczne zbiory par Pareto-minimalnych z
{(p′, q ′)∈C |(∃i) argni(p, p′)∧ argni(q, q ′)}takich, »e elementy par w konstruowanym zbiorze s¡ nieporównywalne, oce«zbiory na sum¦ ocen nale»¡cych do nich par, oce« (p, q) na maksimum z ocenskonstruowanych zbiorów plus jeden. Skojarz z par¡ (p, q) zbiór, dla któregozachodzi maksimum, na potrzeby rekonstrukcji izomor�zmu.Niestety, nawet przy wydajnej implementacji algorytm oparty na powy»szej regule b¦dziemiaª du»¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡. Pozostaje mie¢ nadziej¦, »e w praktycznych przypadkachzbiory par Pareto-minimalnych z {(p′, q ′) ∈ C |(∃i) argni(p, p′) ∧ argni(q, q ′)} dla danych p, q nieb¦d¡ bardzo liczne.3.3.3.2 Rozszerzanie generalizacji na λ-termy z de�nicjami lokalnymi i rekuren-cyjnymi.Anty-uni�kacja z poprzednich podrozdziaªªów bezpo±rednio przenosi si¦ na przypadek de�nicjilokalnych, poniewa» w reprezentacji grafowej wyznaczaj¡ one ci¡gle relacj¦ porz¡dku. Natomiastzastosowanie do de�nicji rekurencyjnych wymaga dalszych bada«, ale wi¡»e si¦ z prowadzonymiprzez innych badaniami nad indukcj¡ funkcji rekurencyjnych.3.3.3.3 Zgodno±¢ z systemem typów.Opracowanie algorytmu z obsªug¡ zmiennych zwi¡zanych w j¦zyku (w przeciwie«stwie do meta-zmiennych) na wzór potraktowania ich w pierwszym podrozdziale, oraz opracowanie rekombinacjizgodnej z systemem typów, to zadanie na blisk¡ przyszªo±¢.
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Chapter 4Zako«czenie4.1 Wkªad pracy.Postawione zadanie: Perspektywy programowania genetycznego w j¦zykach typizowanych �postanowiªem rozpatrze¢ od strony teoretycznej, umieszczaj¡c zagadnienia GP w nowym dla nichkontekscie syntezy dedukcyjnej i indukcyjnej programów.We wprowadzeniu przedstawiªem tematyk¦ pracy, jej cele, oraz szerszy kontekst, w tymzwi¡zki z teori¡ ewolucji darwinowskiej (poj¦cie genu jako jednostki selekcji).W pierwszej cz¦±ci pracy (rozdziaª 2) zajmowaªem si¦ zagadnieniami syntezy dedukcyjnej.Wskazaªem na zwi¡zek syntezy dedukcyjnej z inferencj¡ typów i postawione jej wyzwanie: infer-owa¢ peªn¡ specy�kacj¦ logiczn¡ konstruowanego programu. Opracowaªem algorytmy gen-erowania programów dla j¦zyka ML (system typów Damasa-Milnera) o charakterze teoretycznym,z peªnymi dowodami poprawno±ci (algorytm ⊆ j¦zyk) i peªno±ci (j¦zyk ⊆ algorytm). Algorytmyte uwypuklaj¡ analogi¦ generowania termów i inferencji typów. Przedstawiªem system typów λˆkontroluj¡cy rekurencj¦ (zapewniaj¡cy wªasno±¢ stopu), razem z algorytmem generowania pro-gramów. Wskazaªem na praktyczny mechanizm generowania termów: metod¦ rezolucji.Wskazaªem na najodpowiedniejszego moim zdaniem kandydata na j¦zyk dla programowania gene-tycznego: j¦zyk HMG(X), przy czym uproszczony przez rezygnacj¦ z peªnego dopasowywaniawzorca. Podaªem proste sformuªowanie �podatnego� na metod¦ rezolucji j¦zyka pozwalaj¡cego nakodowanie specy�kacji wyra»alnych mechanizmem uni�kacji. Wspomniaªem tak»e o bardzoistotnym zagadnieniu maksymalizacji �code reuse� poprzez elastyczne mechanizmy wprowadzaniade�nicji lokalnych.W drugiej cz¦±ci pracy (rozdziaª 3) zaj¡ªem si¦ kluczowym zagadnieniem syntezy indukcyjnej:generalizacj¡. Generalizacja ma szerokie zastosowania, natomiast zastosowanie jej, w postacianty-uni�kacji, jako techniki rekombinacji w programowaniu genetycznym jest nowatorskie. Wusytuowaniu szeroko rozumianych algorytmów genetycznych u»ywano (w pewnym sensie) gener-alizacji dla rekombinacji, w postaci rekombinacji zachowuj¡cej maksymalne wspólne schematy.W kontekscie zªo»onych systemów typów zagadnienie znalezienia swego rodzaju homomor-�zmu typizowa«, pozwalaj¡cego wymienia¢ fragmenty programów, jest trudnym zadaniem. Niewydaje si¦ rozs¡dne po±wi¦ca¢ energii na poszukiwanie homomor�zmu typizowa« dla czego± takprzypadkowego jak rekombinacja swobodna; anty-uni�kacja proponuje bardziej rozs¡dne pozycjedla rekombinacji. Opracowaªem syntaktyczny algorytm anty-uni�kacji obsªuguj¡cy wi¡zania zmi-ennych (kontekst); jest on syntaktycznie mocniejszy (po prostej mody�kacji dodaj¡cej permutacj¦kontekstu) od pozostaªych przytoczonych podej±¢ do anty-uni�kacji, ale dziaªa w j¦zyku nietypi-zowanym. Aby zastosowa¢ ten algorytm dla rekombinacji termów typizowanych (ale bez anno-tacji typami w termach) opracowaªem algorytm inferencji typów daj¡cy typizacj¦ dla ka»degopoprawnego dziecka danej pary rodziców, okre±laj¡cy, które dzieci s¡ poprawnie typizowane.Z my±l¡ o przyszªych zastosowaniach do rekombinacji programów bogato wykorzystuj¡cychde�nicje lokalne, zaj¡ªem si¦ peªn¡ syntaktyczn¡ uni�kacj¡ drugiego rz¦du. Znakomite sfor-muªowanie generalizacji w j¦zyku kombinatorów zawiera praca Haskera. Praca nie zawierabezpo±redniego sformuªowania algorytmu znajduj¡cego generalizacje, który dostarczyªem dlaopracowanego tam praktycznego algorytmu konstrukcji anty-instancji. Pokazaªem, »e opracowanyw tezie Haskera algorytm praktyczny nie jest tak mocny, jak si¦ tam stwierdza: nie daje anty-instancji dla maksymalnie specy�cznych generalizacji. Znalazªem obrazowe podej±cie do zagad-nienia anty-uni�kacji drugiego rz¦du, które uogólnia si¦ na dowolne systemy relacyjne: zadanieznajdowania maksymalnych izomor�cznych podstruktur generalizowanych struktur. Zapro-ponowaªem algorytm rozwi¡zuj¡cy to zadanie oraz przedstawiªem problem maksymalizacjirozmiaru szukanych podstruktur, odpowiadaj¡cy problemowi znajdowania MSCmax z rozdziaªu 6pracy [7]. 59



4.2 Postawione zadania.Przeprowadzone badania wskazaªy kilka problemów, które trzeba b¡d¹ warto rozwi¡za¢, nimprzyst¡pi si¦ do implementacji systemu programowania genetycznego opartego o systemy typówbardziej zªo»one ni» system Curry'ego-Hindley'a (patrz [8]).Pierwszym obszernym zadaniem jest stworzenie systemu GP optymalizuj¡cego �code reuse�;jest ono ±ci±le zwi¡zane z wynikªym problemem (raczej technicznym), inferencji najogólniejszegotypu jednocze±nie z typem konkretyzuj¡cym zadany.Drugim zadaniem jest peªna inferencja typu dla HMG(X) poprzez wykorzystanie mecha-nizmów inferencji typu dla rekurencji polimor�cznej. Na bazie inferencji typu nale»y skon-struowa¢ algorytm generuj¡cy programy HMG(X).Trzecim zadaniem jest zbadanie zªo»ono±ci obliczeniowej problemu znajdowania generalizacji zMSCmax.Czwartym zadaniem jest dokonanie dla peªnej anty-uni�kacji drugiego rz¦du tego, czegopodrozdziaª 3.2 dokonuje dla anty-uni�kacji pierwszego rz¦du: wprowadzenie obsªugi zmiennychzwi¡zanych, opracowanie algorytmu inferencji typu dla rekombinantów.Pozostaje do zbadania szeroka klasa dziedzin zwi¡zanych z generowaniem termów: teoriirezolucji i programowania w logice, programowania wi¦zów, poszukiwania dowodów i interakty-wnego dowodzenia, dla spo»ytkowania w teorii programowania genetycznego.Nie wolno te» zapomina¢, »e teoria jest wst¦pem do praktyki.
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