Obliczenia i wnioskowanie w systemie Coq
Lista 2, termin: 26-03-2013

Zadanie 1(2p.)

Zdefiniuj w Coqu typ pusty empty : Set (tj. taki, ze nie istnieje zaden
zamkniety term tego typu) tak, by mial co najmniej jeden konstruktor.
Udowodnij, ze

forall x : empty, 2 * 2 = 100.

Zdefiniuj typ unit : Set posiadajacy dokladnie jeden element (term za-
mkniety tego typu), i udowodnij, ze

forall x y : unit, x = y.

Zadanie 2(4p.)

Zdefiniuj typ num do reprezentacji numeraléw Churcha. Nastepnie zdefi-
niuj funkcje konwersji nat_2_num typu nat -> num oraz funkcje nastepnika
succ: num -> num, dodawania i mnozenia add, mult: num -> num -> num.
Udowodnij, ze funkcje succ, add, mult sa poprawne (zastandw sig, co to
znaczy).

Zadanie 3(4p.)

Zapoznaj sie z definicja typu indukcyjnego list oraz definicja funkcji rev
stuzaca do odwracania list. Nastepnie udowodnij, ze rev jest inwolucja oraz
ze jest réznowarto$ciowa.

Zadanie 4(3p.)

Napisz funkcje nth : list A -> nat -> option A zwracajaca n-ty ele-
ment listy o elementach pewnego typu A. W razie, gdy lista ma mniej niz
n+1 elementéw, funkcja zwraca None; w przeciwnym razie funkcja zwraca
Some a, gdzie a jest n-tym elementem listy. Nastepnie udowodnij wtasnosé
(nie uzywajac taktyk automatycznych ani lematéw bibliotecznych):

Lemma nth_in:
forall n 1, n < length 1 -> exists a:A, nth 1 n = Some a.

Zadanie 5(4p.)

(a) Zdefiniuj w Coqu indukcyjny typ btree drzew binarnych etykietowa-
nych elementami typu nat. Napisz funkcje typu bool, ktéra zwraca
warto$¢ true, jedli drzewo zawiera etykiete O, a wartos¢ false w prze-
ciwnym wypadku.



(b)

Zdefiniuj drugi typ indukcyjny bbtree dla takich samych drzew, ale
w taki sposob, by konstruktor wezla mial tylko dwa argumenty: ety-
kiete (j.w.) oraz funkcje typu bool -> bbtree, ktora zwraca lewe
poddrzewo wezla dla argumentu true oraz prawe poddrzewo wezta
dla argumentu false. Jak w punkcie (a), napisz funkcje wyszukujaca
0 w tak reprezentowanym drzewie.

Napisz funkcje konwertujace obiekty typu btree do typu bbtree i
odwrotnie.

Niech funkcje konwertujace nazywaja sie convl i conv2. Udowodnij, ze
funkcje te definiuja bijekcje miedzy typami, tj. udowodnij twierdzenia

forall b: btree, conv2(convlib) =D

oraz
forall b: bbtree, convl(conv2b) = b.



