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PobpsysTtEmy CoC

(THT,U:s se&{Set,Prop})

x: TeTl
N'eEx: T

Ox:THt: U
M- (funx: T =1t): T—>U

'-t:U—=T Tru:U
F'tu: T

» rachunek lambda z typami prostymi

» minimalny intuicjonistyczny rachunek zdan



PobpsysTtEmy CoC

'-T:Set Ox:THU:s sé&{Set,Prop}
N (forallx: T,U):s

M- (forall x: T,U):s se&{Set,Prop} Tx:Tkt:U
- (funx: T = t):(forall x: T, U)

N-t:(forallx: U, T) Trtu:U
IN'etu: Tix — u

» rachunek lambda z typami zaleznymi

» minimalny intuicjonistyczny rachunek predykatéw



PobpsysTtEmy CoC

[ x :Prop - U : Prop IIx:Set U:Set

'k (forall x: Prop, U) : Prop I'F (forall x: Set, U) : Type

N (forallx: T,U):s Ix:Trt:U
- (funx: T = t):(forall x: T,U)

N-t:(forallx: U, T) TrHu:U
MEtu: Tix— ul

» polimorficzny rachunek lambda (system F)

> intuicjonistyczna logika zdan 2. rzedu



WYKONYWANIE OBLICZEN W COQU

» obliczenie to normalizacja termu wedtug regut redukgji

> typy redukgji
m (-redukcja: aplikacja funkgji do argumentu (podstawienie)

E;TH(funx: T = t)ubg tlx— ul
m §-redukcja: zastapienie identyfikatora przez jego definicje (unfolding)
E;Thkxpst jeslix:=t: TelTlubx:=t:TeE
m (-redukcja: podstawienie lokalnej definicji w konstrukcji let
E;Tklet x:=uint>¢ tlx — u

m (-redukcja: dla definicji indukcyjnych



REDUKCJA I NORMALIZACJA

>
>

niech > oznacza >gs¢,
term t redukuje sie w jednym kroku do termu u, jesli u otrzymujemy
przez zastosowanie jednej z regut redukcji w dowolnym podtermie t
(redukcja w kontekscie)

t>u

domkniecie zwrotne i przechodnie redukcji jednokrokowej generuje
relacje redukcji wielokrokowej

t>*u

» postac normalna to term, w ktérym nie da sie zastosowa¢ redukgji
» normalizacja termu to proces sprowadzania termu do postaci

normalnej (o ile istnieje) poprzez ciag redukcji

termy t i u s konwertowalne, jedli istnieje term r taki, ze t >* r i
u*r(ozn. t = u)

w Coqu wazng role odgrywa czofowa posta¢ normalna (czofo termu
jest identyfikatorem, abstrakcja lub produktem; ciato termu nie jest
redukowane)



WEASNOSCI REDUKCJI W COQU

» silna normalizacja — kazdy ciag redukcji danego termu jest skonczony

» konfluencja — jesli t >* t1 i t >* t, to istnieje term v taki, ze t1 >* u i
th >*u

» redukcja zachowuje typy — jesli term t typu T redukuje sie do termu
utoumatyp T

» w konsekwencji kazdy term ma doktadnie jedng posta¢ normalng i
konwertowalnos$¢ jest rozstrzygalna



REGULA TYPOWANIA Z KONWERSJA

> aby uwzgledni¢ konwersje przy typowaniu, dorzucamy dodatkowa
regute typowania

> nowa reguta uwzglednia tez hierarchie uniwerséw — w tym celu
definiujemy porzadek <gs¢:

jesli E; rFt:ﬁga u, to E; Fthﬁéau

m E; ' Type; <psc. Type; dla dowolnych i <

m £; ' Set <pgs¢. Type; dla dowolnego /

m E; ' Prop <pgs¢. Set dla dowolnego i

mjesli E; THT =gsc, Uoraz E; Tx: TH T <gse U, to

E;TH (forallx: T,T') <gsc. (forall x: U,U")

» reguta dla konwertowalnosci

E;THU:s E;THt:T E;TET <gs, U
E;THt:U
» konwersje przeprowadzane w dowodzie s3 “transparentne” dla dowodu
(nie s3 uwzgledniane w wygenerowanym termie dowodu)




TAKTYKI DOT. KONWERSJI

» change term, change term with term — zastosowanie konwersji
» red, hnf, simpl — taktyki wykonujace obliczenia w biezacym celu
» unfold id — wykonuje d-redukcje

» komenda Eval ... in t — obliczenie wartosci wyrazenia t wg
zadanej strategii (compute, cbv, lazy, cbv beta, itp.)



DEFINICJE INDUKCYJNE A COQ

» indukcyjne typy danych/predykaty sa definiowalne w CoC, ale taki
sposOb reprezentacji ma spore wady

» CIC jest rozszerzeniem CoC, w ktérym definicje indukcyjne s3 pojeciem
pierwotnym
(Ch. Paulin-Mohring “Inductive Definitions in the System Coq. Rules
and Properties”)
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DEFINICJE INDUKCYJNE TYPOW

elementy typu ind. sg definiowane za pomoca konstruktoréow w
skonczonej liczbie krokéw

dowolny element typu ind. mozna otrzymac wytacznie za pomoca
konstruktoréw

konstruktory sa parami rézne (termy z nich zbudowane s3 rézne)
konstruktory sa réznowartosciowe (tj. jeslic t = c s, tot = s)

uzycie: konstruowanie terméw, eliminacja terméw (definiowanie funkcji
za pomoca rekursji prostej), dowodzenie wtasnosci przez indukcje
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DEFINICJE INDUKCYJNE TYPOW

> zbiér termoéw reprezentujacych liczby naturalne mozemy zapisaé w
sktadni Ocamla tak:

type nat = 0 | S of nat

» w Coqu:

Inductive nat : Set :=
| 0 : nat
| S : nat -> nat.

» wygodnie jest mysle¢ o definicji indukcyjnej uzywajac regut

whnioskowania:
F t: nat

F O:nat + St:nat
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DEFINICJE INDUKCYJNE TYPOW W COQU

Definicja uzytkownika:

> nazwa typu jest stata (termem) zdefiniowana w Coqu o typie
koncowym Set lub Type (nat : Set, bool : Set,
list : Type -> Type, array : nat -> Set)

» kazdy konstruktor typu T jest stata (termem) o typie koficowym T
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WARUNEK POZYTYWNYCH WYSTAPIEN (strict positivity

condition) W DEFINICJACH INDUKCYJNYCH

» typ T spetnia warunek pozytywnych wystapien dla identyfikatora X w
termie T :
m T postaci XMy ... M,: X nie wystepuje w M;
m T postaci forall x: V, U: X wystepuje Sciéle pozytywnie w V oraz U
spetnia war. poz. wyst. dla X

» X wystepuje Scisle pozytywnie w T, gdy:

m X nie wystepujew T

m 7T =XM;...M,i X nie wystepuje w M;

m 7 =forall x: V,U i X nie wystepuje V oraz wystepuje Scisle
pozytywnie w U
w pewnych przypadkach w parametrach typu indukcyjnego T
(dokfadniej: patrz Manual, 4.5.3)
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WARUNEK POZYTYWNYCH WYSTAPIEN (strict positivity
condition) W DEFINICJACH INDUKCYJNYCH

Negatywne wystgpienia identyfikatora typu definiowanego indukcyjnie s3
zabronione w typach argumentéw konstruktoréw tego typu

Inductive A : Set :=
| ¢ : (A ->B) -> A.

(Error: Non strictly positive occurrence of “A” in “(A->B)->A")
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DLACZEGO MUSIMY PRZESTRZEGAC WARUNKU
POZYTYWNYCH WYSTAPIEN?

W przeciwnym razie
» nie zachodzitaby wtasnosc¢ silnej normalizacji terméw
» konwersja i sprawdzanie typéw nie bytyby rozstrzygalne

> system bytby logicznie sprzeczny

Inductive A : Prop/Set :
| ¢ : (A ->B) —> A.

Definition F (t:A) : B :
match t with

| cf=>ft

end.

F (cF) —> ...
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DEFINICJE INDUKCYJNE TYPOW W COQU

Kazda definicja indukcyjna typu T powoduje dodanie do $rodowiska:

» definicji statej T odpowiedniego typu

v

deklaracji konstruktoréw typu T jako statych odpowiedniego typu
(postaci c : forall ..., T)

v

definicji statych T_ind, T_rect, T_rec wygenerowanych
automatycznie na podstawie definicji typu T

v

T_ind — schemat indukcji strukturalnej dla T

» T_rec — schemat rekursji prostej dla T
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DOPASOWANIE WZORCA

» skfadnia match

Definition iszero (n:nat) : Prop :=
match n with

| 0 => True
| S m => False
end

» definicja za pomoca match musi obejmowaé wszystkie przypadki
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DEFINICJE REKURENCYJNE

> za pomocy komendy Fixpoint
» lub za pomoca wyrazenia fix (gdy definiujemy funkcje rekurencyjna
lokalnie)
Fixpoint fact (n:nat) {struct n} : nat :=
match n with
| 0=>1
| Sm=>n * fact m
end.

fix fact (n:nat) : nat :=

Definition fact2 :
match n with

| 0=>1

| Sm=>n *x fact m
end.

» obliczenie musi sie zatrzymad — wywotanie rekurencyjne musi dotyczyé
wiasciwego podtermu wskazanego argumentu
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I-REDUKCJA

» match + konstruktory typu wprowadzaja nowy rodzaj redeksu
» (-redukcja dla typu T o konstruktorach ¢; (kazdy o k; argumentach),

1<i<n:
match ¢ a,... a,, with
lcipr ... Py =>t1
| ...
|l chp1 --. Pk, = tn
end

— tilai/p1; a2/ p2;- - -5 ak/ Pi;)

20



Z/ASADA INDUKCJI

nat_ind
: forall P : nat -> Prop,
PO -> (forall n : nat, Pn -> P (S n))
-> forall n : nat, Pn

nat_rect =
fun (P : nat -> Type) (f : P 0)
(f0 : forall n : nat, Pn -> P (S n)) =>
fix F (n : nat) : Pn :=
match n as n0 return (P n0) with
| 0 =>f
| 8§ n0 => f0 n0 (F nO)
end
: forall P : nat -> Type,
PO -> (foralln : nat, Pn -> P (S n)) —>
forall n : nat, Pn
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TAKTYKI DLA ELIMINACJI TYPOW INDUKCYJNYCH

» induction n

» elim t

» case t

» destruct H

» discriminate H

» injection H
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TAKTYKA induction

» induction t — wykonuje indukcje ze wzgledu na typ termu t (musi
by¢ indukcyjny):
m biezacy cel jest traktowany jako parametr P w definicji zasady indukgji
m taktyka generuje nowe podcele dla kazdego z konstruktoréw typu
m taktyka wprowadza do przestanek odpowiednie hipotezy indukcyjne
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TAKTYKA elim

» elim t — prostsza niz induction
m wyszukuje odpowiednig zasade eliminacji dla typu t
m generuje nowe podcele dla kazdego z konstruktoréw typu
m nie modyfikuje kontekstu
m dziata jak apply ...
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TAKTYKA case

» case t — dowdd przez rozpatrywanie przypadkéw; typ termu t musi
by¢ indukcyjny
» dziata podobnie do elim t
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TAKTYKA destruct

» destruct t — dowdd przez rozpatrywanie przypadkéw; typ termu t
musi by¢ indukcyjny

» dziata podobnie do induction t, ale nie generuje hipotezy indukcyjnej
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TAKTYKA discriminate

> taktyka wykorzystuje fakt, ze dwa termy zbudowane za pomoca dwdch
réznych konstruktoréw tego samego typu nie moga by¢ réwne

» discriminate H pozwala udowodni¢ dowolny cel, gdy w przestance H
: t1l = t2 postaci normalne terméw t1 i t2 maja w pewnym
podtermie rézne konstruktory na tym samym miejscu

> dziatanie discriminate mozna zasymulowaé za pomoca prostszych
taktyk
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TAKTYKA injection

» taktyka wykorzystuje fakt, ze konstruktory typu s3 réznowarto$ciowe

> jeslic t;1 ... th=csy ... spto t;=s;jdlai=1,...,n

» injection H generujecel t; = s;1 -> ... -> t, = s, —> G, gdy
H:cty ... thp=csy ... sp

>

dziatanie injection mozna zasymulowaé za pomoca prostszych taktyk
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TAKTYKI WPROWADZANIA TYPOW INDUKCYJNYCH

» constructor — zastosowanie kontruktora do zbudowania termu typu
indukcyjnego
» apply c —j.w. (c jest konstruktorem)
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