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Wst¦p

Spacery losowe to fascynuj¡ce zagadnienie nierzadko ª¡cz¡ce odlegªe gaª¦-
zie matematyki, informatyki, a nawet �zyki, przy czym w istocie rzeczy jest
ono zrozumiaªe dla ka»dego, a przykªady ich zastosowa« mo»na znale¹¢ w
najró»niejszych dyscyplinach naukowych. Chocia» zajmiemy si¦ na pocz¡tku
spacerami na grafach sko«czonych, b¦dziemy to robi¢ wyª¡cznie z my±l¡ o
u»yciu nabytej wiedzy do badania spacerów na grafach niesko«czonych, które
wydaj¡ si¦ nieco bardziej enigmatyczne i przez to (wedªug autora) ciekawsze.

Gªównym celem tej pracy b¦dzie zapoznanie si¦ i oswojenie z tym za-
gadnieniem poprzez poszukiwanie odpowiedzi na fundamentalne pytanie o
charakter danego spaceru na gra�e. Spacery powracaj¡ce w pewnym sen-
sie "kr¦c¡ si¦ w kóªko" odwiedzaj¡c po drodze wszystkie wierzchoªki grafu,
podczas gdy spacery chwilowe uciekaj¡ raczej gdzie± "w niesko«czono±¢".

Teoria obwodów elektrycznych oka»e si¦ wyj¡tkowo mocno powi¡zana
ze spacerami losowymi i pozwoli nam uzyska¢ dwa najwa»niejsze kryteria
sªu»¡ce okre±laniu typu spaceru: kryterium Nasha-Williamsa i twierdzenie
Lyonsa. Posªu»¡ nam one do udowodnienia twierdzenia Pólyi, które byªo in-
spiracj¡ dla wielu prac o spacerach losowych na grafach niesko«czonych, w
tym i dla tej.

B¦dziemy si¦ te» zastanawia¢, jak mo»na mody�kowa¢ graf, nie wpªy-
waj¡c przy tym na typ spaceru na nim oraz przerobimy troch¦ przykªadów,
po±ród których b¦d¡ zarówno pojedyncze szczególne grafy, jak i powszechne
klasy grafów. To powinno da¢ nam caªkiem dobre wyczucie co do tego, kiedy
dany spacer jest powracaj¡cy, a kiedy chwilowy.

Czytelnikowi tej pracy powinna wystarczy¢ podstawowa wiedza z teo-
rii prawdopodobie«stwa. Znajomo±¢ ªa«cuchów Markowa mo»e by¢ równie»
przydatna, ale nie jest ona kluczowa dla zrozumienia prezentowanego mate-
riaªu.

Dwie ksi¡»ki byªy wyj¡tkowo istotne dla powstania tej pracy: Random
Walks and Electric Networks autorstwa Petera Doyle'a i Jamesa Snella oraz
Probability on Trees and Networks Russella Lyonsa i Yuvala Peresa.

2



Spis tre±ci

1 Spacery losowe a sieci elektryczne 4
1.1 Graf i sie¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Spacer losowy na sieci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Sie¢ elektryczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4 Interpretacje probabilistyczne napi¦cia i przewodnictwo efek-

tywne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5 Redukcja sieci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.6 Energia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.7 Szacowanie efektywnej rezystancji . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.8 Powracalno±¢ i chwilowo±¢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Twierdzenie Pólyi 15
2.1 Dowód twierdzenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 Podej±cie kombinatoryczne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3 Quasi izometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3 Przykªady 23
3.1 Grafy w przestrzeniach euklidesowych i nie tylko . . . . . . . . 23
3.2 Drzewa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3 Pªaszczyzna hiperboliczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3



1 Spacery losowe a sieci elektryczne

W tym rozdziale powiemy, czym s¡ (z punktu widzenia matematyki) sieci
elektryczne oraz spacery losowe na tych sieciach. Zostanie wprowadzonych
kilka poj¦¢ zaczerpni¦tych z �zyki, a nast¦pnie ustalimy, jaki jest ich zwi¡-
zek ze spacerami losowymi. Pod¡»aj¡c za intuicj¡ �zyczn¡ otrzymamy wiele
wyników przydatnych podczas badania spacerów losowych.

Jako »e celem tego rozdziaªu jest przede wszystkim zrozumienie, w jaki
sposób poª¡czone s¡ ze sob¡ sieci elektryczne i spacery losowe, cz¦±¢ bardziej
technicznych dowodów zostanie pomini¦ta. Wi¦kszo±¢ z nich mo»na odnale¹¢
w Rozdziale 2. ksi¡»ki Lyonsa i Peresa [4], na podstawie którego powstaª ten
rozdziaª.

1.1 Graf i sie¢

Ten podrozdziaª zawiera konwencje notacyjne i terminologi¦ dotycz¡c¡
grafów.

Grafem nazywamy par¦ uporz¡dkowan¡ G = (V,E), gdzie V to zbiór
wierzchoªków (oznaczany te» V (G)), a E ⊆ V × V to zbiór kraw¦dzi
(oznaczany te» E(G)), który nie zawiera elementów postaci (x, x) oraz je±li
(x, y) ∈ E, to (y, x) ∈ E. Dla (x, y) = e ∈ E mówimy, »e x i y s¡ ko«cami
kraw¦dzi e oraz piszemy e− = x i e+ = y, a tak»e −e = (y, x); mówimy te»
wtedy, »e x i y s¡ s¡siadami, co oznaczmy: x ∼ y. Dla dowolnego wierz-
choªka x de�niujemy jego stopie« nast¦puj¡co: deg(x) := |{e : e− = x}|.
Graf nazywamy lokalnie sko«czonym, gdy stopie« ka»dego wierzchoªka
jest sko«czony. Podgrafem grafu G nazywamy graf, którego zbiór wierz-
choªków jest podzbiorem V (G), a zbiór kraw¦dzi podzbiorem E(G).

Poj¦ciem ogólniejszym ni» graf jest multigraf, czyli para zbiorów V i
E wraz z dwoma funkcjami z E w V , konkretnie: e 7→ e− oraz e 7→ e+,
przypisuj¡cymi kraw¦dziom ich ko«ce. Je±li dwie kraw¦dzie przyjmuj¡ takie
same warto±ci dla obu tych funkcji, to nazywamy je równolegªymi, a je±li
jaka± kraw¦d¹ przyjmuje t¦ sam¡ warto±¢ dla obu funkcji to nazywamy j¡
p¦tl¡.

�cie»k¡ nazywamy taki ci¡g kraw¦dzi, »e je±li e1 i e2 s¡ kolejnymi kra-
w¦dziami, to e+

1 = x = e−2 i mówimy, »e ta ±cie»ka zawiera lub przechodzi
przez x. Je±li {ek}nk=1 jest ±cie»k¡, to mówimy, »e ª¡czy e−1 i e+

n . �cie»ka
jest prosta, gdy przechodzi przez ka»dy wierzchoªek co najwy»ej raz. Graf
jest spójny, je±li dla ka»dych dwóch ró»nych wierzchoªków istnieje ±cie»ka
je ª¡cz¡ca; minimaln¡ dªugo±¢ takiej ±cie»ki nazywamy odlegªo±ci¡ x od y,
któr¡ oznaczamy przez d(x, y) albo dist(x, y); d(x, x) = 0. Sko«czona, nie-
pusta ±cie»ka, która ª¡czy wierzchoªek sam ze sob¡ to cykl. Spójny graf bez
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cykli to drzewo.
Dla podzbioru K ⊂ V (G) multigraf G/K powstaªy poprzez uto»samie-

nie K do pojedynczego wierzchoªka z /∈ V to taki multigraf, którego zbiór
wierzchoªków to (V \K) ∪ {z}, zbiór kraw¦dzi to E \ {e : e− ∈ K, e+ ∈ K},
a funkcje przypisuj¡ce ko«ce kraw¦dziom zamiast ko«ców z K przypisuj¡ z.
Operacja uto»samienia ró»nych wierzchoªków x i y polega na uto»samieniu
zbioru {x, y} do pojedynczego wierzchoªka.

Sie¢ to (multi)graf wraz z funkcj¡ c : E → R, która kraw¦dzi e przypisuje
jej wag¦ c(e) oraz jest symetryczna i dodatnia, tzn. c(e) = c(−e) > 0 dla
ka»dej kraw¦dzi e. Podsie¢ indukowana przez K ⊂ V (G) to sie¢ zªo»ona z
wierzchoªków K, wszystkich kraw¦dzi z E(G) o obu ko«cach z K oraz funkcji
wag obci¦tej do zbioru kraw¦dzi tego podgrafu.

W tej pracy b¦dziemy wªa±ciwie rozwa»a¢ jedynie grafy spójne, lokalnie
sko«czone.

Na koniec omówimy dwa przydatne operatory: d i d∗. Maj¡c funkcj¦
f : V → R de�niujemy funkcj¦ df zadan¡ na zbiorze kraw¦dzi w nast¦puj¡cy
sposób:

(df)(e) := f(e−)− f(e+).

Natomiast dla funkcji θ : E → R de�niujemy funkcj¦ d∗θ na zbiorze wierz-
choªków tak:

(d∗θ)(x) :=
∑
e−=x

θ(e).

1.2 Spacer losowy na sieci

Okazuje si¦, »e istnieje pewna odpowiednio±¢ pomi¦dzy sieciami o tej wªa-
sno±ci, »e

∑
e−=x c(e) <∞ dla ka»dego wierzchoªka x, a odwracalnymi ªa«cu-

chami Markowa, czyli takimi, dla których istnieje dodatnia funkcja π zadana
na przestrzeni stanów tego ªa«cucha taka, »e π(x)p(x, y) = π(y)p(y, x) dla
dowolnej pary stanów x, y.

Dla odwracalnego ªa«cucha Markowa de�niujemy sie¢, której wierzchoª-
kami jest zbiór stanów. Dwa wierzchoªki x, y ª¡czymy kraw¦dzi¡ wtedy i tylko
wtedy, gdy p(x, y) > 0 i przypisujemy tej kraw¦dzi wag¦ c(x, y) = π(x)p(x, y).
Zauwa»my, »e dzi¦ki odwracalno±ci ªa«cucha mamy c(x, y) = c(y, x).

Z drugiej strony, dla sieci mo»emy zde�niowa¢ ªa«cuch Markowa jako
spacer losowy po wierzchoªkach tej sieci. De�niujemy π(x) :=

∑
e−=x c(e)

oraz p(x, y) = c(x,y)
π(x)

, dzi¦ki czemu prawdopodobie«stwa przej±cia sumuj¡ si¦
do 1 dla ka»dego stanu x, a ponadto funkcja π speªnia warunek odwracalno±ci.

Przez spacer losowy na sieci b¦dziemy rozumie¢ odwracalny ªa«cuch
Markowa uzyskany t¡ procedur¡ wraz z funkcj¡ π zde�niowan¡ jak powy»ej.
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Prawdopodobie«stwo, »e spacer wychodz¡cy z pewnego wierzchoªka, ni-
gdy do niego nie powróci nazywamy prawdopodobie«stwem ucieczki dla
tego wierzchoªka.

Od teraz rozwa»amy jedynie spójne sieci. Spacer losowy na takiej sieci jest
nieredukowalny, tzn. z ka»dego wierzchoªka spacer przejdzie do dowolnego
innego z dodatnim prawdopodobie«stwem. Zauwa»my, »e je±li prawdopodo-
bie«stwo ucieczki dla pewnego wierzchoªka jest dodatnie to z nieredukowal-
no±ci spaceru wynika, »e musi by¢ ono dodatnie dla wszystkich wierzchoªków.
Spacer o tej wªasno±ci nazywamy chwilowym.

Przeciwnie, je±li dla pewnego (czyli wszystkich) wierzchoªka prawdopo-
dobie«stwo ucieczki wynosi zero, to taki spacer nazywamy powracaj¡cym.
Zauwa»my ponadto, »e skoro b¦dzie on wci¡» wracaª do tego samego wierz-
choªka, to (z nieredukowalno±ci i lematu Borela-Cantellego) prawie na pewno
odwiedzi wszystkie wierzchoªki grafu.

Postawieni przed spacerem losowym na sieci, chcieliby±my pozna¢ jego
typ, czyli dowiedzie¢ si¦, czy jest powracaj¡cy, czy chwilowy.

1.3 Sie¢ elektryczna

Gªównym zabiegiem w tej pracy jest badanie nie samych spacerów lo-
sowych, a sieci oraz wykorzystanie w tym celu wiedzy i intuicji �zycznych
dotycz¡cych sieci (obwodów) elektrycznych.

Matematycznie sie¢ elektryczna to zwykªa spójna sie¢, tyle »e wagi b¦d¡
od teraz nazywane przewodnictwami, a ich odwrotno±ci rezystancjami i
oznaczane przez r. Do odwoªania zajmowa¢ si¦ b¦dziemy sieciami sko«czo-
nymi, jednak wi¦kszo±¢ de�nicji b¦dzie identyczna dla sieci lokalnie sko«czo-
nych. Aby powiedzie¢ co± wi¦cej o takiej sieci, musimy pu±ci¢ przez ni¡ pr¡d,
czyli podª¡czy¢ j¡ do napi¦cia.

Ustalmy wierzchoªek a, który podª¡czymy do napi¦cia (np. do baterii)
oraz zbiór wierzchoªków Z, który zostanie uziemiony. Nie chcemy przy tym
sytuacji, w której istniej¡ wierzchoªki spoza Z, których nie da si¦ poª¡czy¢ z
a ±cie»k¡ nie zawieraj¡c¡ wierzchoªka z Z, gdy» wtedy taki wierzchoªek te»
byªby de facto uziemiony. W tym momencie w naszym obwodzie ustalaj¡ si¦
napi¦cia (±ci±le �zycznie: potencjaªy) na pozostaªych wierzchoªkach, zgodnie
z Prawem Ohma i Prawem Kirchho�a.

Niech v b¦dzie funkcj¡ przypisuj¡c¡ ka»demu wierzchoªkowi ustalone na
nim napi¦cie, a i - funkcj¡ przypisuj¡c¡ ka»dej kraw¦dzi nat¦»enie pr¡du przez
ni¡ pªyn¡cego (lub minus to nat¦»enie, je±li pr¡d pªynie w przeciwnym kie-
runku do orientacji kraw¦dzi). Oznaczmy zbiór wszystkich "wewn¦trznych"
wierzchoªków przez W = V \ ({a} ∪ Z).
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Prawo Ohma: v(e−)− v(e+) = i(e)r(e) dla wszystkich kraw¦dzi e.
Prawo Kirchho�a:

∑
e−=x i(e) = 0 dla wierzchoªków x ∈ W .

Te dwa prawa implikuj¡ kluczow¡ wªasno±¢ funkcji v:

(∀x ∈ W ) v(x) =
1

π(x)

∑
x∼y

c(x, y)v(y).

Warto±¢ funkcji dla ka»dego wierzchoªka wewn¦trznego jest ±redni¡ wa»on¡ z
warto±ci funkcji dla s¡siadów tego wierzchoªka. Funkcj¦, która posiada tak¡
wªasno±¢ nazywamy harmoniczn¡ na W .

Twierdzenie (o funkcji harmonicznej): Dla funkcji f0 : {a} ∪ Z → R

istnieje dokªadnie jedno jej rozszerzenie do funkcji f : V → R takiej, »e f
jest harmoniczna na W .

Napi¦ciem nazywamy zatem t¦ jedyn¡ funkcj¦ harmoniczn¡ na W o z
góry ustalonej warto±ci v(a) > 0 na a i równ¡ 0 na Z. Oznacza¢ j¡ b¦dziemy
przez v.

Nat¦»eniem natomiast nazywamy funkcj¦ i zadan¡ na zbiorze kraw¦dzi
zgodnie z Prawem Ohma: i(e) := dv(e) · c(e), przy czym na podstawie tej
de�nicji oraz harmoniczno±ci v mo»emy stwierdzi¢, »e i istotnie speªnia Prawo
Kirchho�a.

Antysymetryczn¡ funkcj¦ θ : E → R speªniaj¡c¡ d∗θ(x) = 0 dla x ∈ W ,
d∗θ(a) ≥ 0 oraz d∗θ(z) ≤ 0 dla z ∈ Z nazywamy przepªywem z a do Z. O
przepªywie my±limy jak o wodzie wpªywaj¡cej do sieci w a i wypªywaj¡cej w
Z. Caªkowita ilo±¢ (wody) wpªywaj¡ca do sieci jest nazywana siª¡ przepªywu
i oznaczana: Strength(θ) := d∗θ(a). Przepªyw o sile równej 1 nazywamy
przepªywem jednostkowym.

Nat¦»enie jest przepªywem. W podrozdziale o energii dowiemy si¦, »e do±¢
szczególnym.

1.4 Interpretacje probabilistyczne napi¦cia i przewod-

nictwo efektywne

Z tak opisan¡ sieci¡ elektryczn¡ mo»emy powróci¢ do zagadnienia space-
rów losowych. Niech τa i τZ b¦d¡ zmiennymi losowymi oznaczaj¡cymi pierw-
szy moment, kiedy nasz spacer losowy odwiedza wierzchoªek a lub odpowied-
nio wierzchoªek z ∈ Z. Px(τa < τZ) oznacza wtedy prawdopodobie«stwo,
»e spacer losowy startuj¡cy z x odwiedzi wierzchoªek a przed jakimkolwiek
wierzchoªkiem z Z.
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Zauwa»my teraz, »e to prawdopodobie«stwo wynosi 1 dla x = a oraz 0
dla x ∈ Z, ponadto je±li rozwa»y¢ je jako funkcj¦ od x, to prosta analiza
pierwszego kroku da nam, »e jest ona harmoniczna na W . Jednak v(x)

v(a)
te»

jest funkcj¡ harmoniczn¡ naW i przyjmuje te same warto±ci na V \W , zatem
na mocy twierdzenia o funkcji harmonicznej:

Px(τa < τZ) =
v(x)

v(a)
.

Oznaczmy przez P(a → Z) prawdopodobie«stwo zdarzenia, »e spacer
startuj¡cy z a odwiedzi wierzchoªek z Z zanim powróci do a. Teoria sieci
elektrycznych b¦dzie sªu»yªa temu, aby odpowiednio oszacowa¢ t¦ wielko±¢.
Poprzez analiz¦ pierwszego kroku mamy:

P(a→ Z) =
∑
x∼a

p(a, x)[1− Px(τa < τZ)] =
∑
x∼a

c(a, x)

π(a)

[
1− v(x)

v(a)

]
=

=
1

v(a)π(a)

∑
x∼a

c(a, x)[v(a)− v(x)] =
1

v(a)π(a)

∑
x∼a

i(a, x).

Wprowadzimy teraz kolejne poj¦cie zaczerpni¦te z �zyki, które w przy-
szªo±ci oka»e si¦ bardzo u»yteczne. Pomy±lmy, »e caª¡ sie¢ chcemy zast¡-
pi¢ pojedynczym przewodnikiem, zachowuj¡c przy tym wyj±ciowe napi¦cie
i siª¦ nat¦»enia. Przewodnictwo takiego pojedynczego przewodnika nazy-
wamy przewodnictwem efektywnym sieci, a jego odwrotno±¢ rezystan-
cj¡ efektywn¡:

1

Reff

:= Ceff :=
Strength(i)

v(a)
= π(a)P(a→ Z).

Do tej pory nie wybrali±my konkretnej wysoko±ci napi¦cia ¹ródªowego.
Pierwszym odruchem mogªoby by¢ ustalenie v(a) = 1, ale praktyczniejsze
okazuje si¦ wybranie takiego napi¦cia v(a), dla którego nat¦»enie b¦dzie prze-
pªywem jednostkowym.

Niech v1, i1 b¦d¡ funkcjami napi¦cia i nat¦»enia takimi, »e v1(a) = 1.
Wtedy v(x) = 1

Strength(i1)
v1(x) jest funkcj¡ harmoniczn¡ na W równ¡ 0 na

Z, czyli jest napi¦ciem. Ponadto nat¦»enie jakie de�niuje v jest przepªywem
jednostkowym. Od tej pory b¦dzie to nasza domy±lna funkcja napi¦cia.

Niech GZ(a, x) b¦dzie oczekiwan¡ liczb¡ odwiedzin wierzchoªka x przed
odwiedzeniem po raz pierwszy wierzchoªka z Z przez spacer losowy startu-
j¡cy z a. Wtedy GZ(a, z) = 0 dla z ∈ Z, a GZ(a, a) jest warto±ci¡ oczekiwan¡
zmiennej losowej o rozkªadzie geometrycznym z prawdopodobie«stwem suk-
cesu P(a→ Z), czyli GZ(a, a) = P(a→ Z)−1 = v(a)π(a).
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Fakt: π(x)GZ(x, y) = π(y)GZ(y, x).

Stosuj¡c analiz¦ pierwszego kroku uzyskujemy, »e funkcja 1
π(a)
GZ(x, a)

jest harmoniczna naW . Na mocy powy»szego faktu oraz twierdzenia o funkcji
harmonicznej mamy:

GZ(a, x)

π(x)
= v(x).

1.5 Redukcja sieci

Przewodnictwo efektywne, zde�niowane w poprzednim podrozdziale, jest
pomocne, poniewa» mo»emy je w ªatwy sposób obliczy¢ za pomoc¡ wielu
prostych przeksztaªce« sieci.

Reguªa poª¡czenia szeregowego: Zaªó»my, »e wierzchoªek w ∈ W (G)
ma dokªadnie dwóch s¡siadów: u1, u2. Niech G \ {w} b¦dzie sieci¡ bez w,
jak i bez kraw¦dzi zawieraj¡cych w, za to z kraw¦dziami ª¡cz¡cymi u1 i u2.
Je±li ustalimy r(u1, u2) = r(u1, w) + r(w, u2), a pozostaªe rezystancje nie
zostan¡ zmienione, to G \ {w} ma takie same napi¦cia na wierzchoªkach, co
sie¢ wyj±ciowa, a i(u1, u2) = i(u1, w). W szczególno±ci warto±¢ Ceff si¦ nie
zmieniªa.

Reguªa poª¡czenia równolegªego: Zaªó»my, »e kraw¦dzie e1, e2 s¡ rów-
nolegªe. Je±li zast¡pimy je pojedyncz¡ kraw¦dzi¡ o przewodnictwie równym
c(e1) + c(e2), to napi¦cia w sieci nie zmieni¡ si¦, a nat¦»enie na tej nowej
kraw¦dzi wyniesie i(e1) + i(e2). W szczególno±ci warto±¢ Ceff nie zmieni si¦.

Aby przekona¢ si¦, »e te reguªy s¡ prawdziwe, wystarczy sprawdzi¢, »e
Prawo Ohma i Prawo Kirchho�a zachodz¡ dla postulowanych napi¦¢ i nat¦-
»e«.

Innym sprytnym sposobem na redukcj¦ sieci jest zauwa»enie (np. poprzez
symetri¦ sieci), »e napi¦cia na dwóch wierzchoªkach s¡ takie same. Mo»emy
wtedy usun¡¢ kraw¦d¹ ª¡cz¡c¡ te wierzchoªki bez wpªywu na reszt¦ sieci,
gdy» przez tak¡ kraw¦d¹ nie pªynie pr¡d (nat¦»enie wynosi zero). Id¡c dalej,
mo»emy uto»sami¢ te wierzchoªki, a Prawa Ohma i Kirchho�a b¦d¡ nadal
zachodzi¢.

1.6 Energia

Poj¦ciem, które ostatecznie pozwoli nam poª¡czy¢ zagadnienia sieci elek-
trycznych i spacerów losowych jest energia. Dla dowolnej funkcji antysyme-
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trycznej θ : E → R przez jej energi¦ rozumiemy:

E(θ) :=
1

2

∑
e∈E

θ(e)2r(e).

Zauwa»my, »e zamiast dzieli¢ sum¦ przez dwa, mo»emy równie dobrze sumo-
wa¢ tylko po jednej kraw¦dzi z pary e,−e, gdy» θ(e)2r(e) = θ(−e)2r(−e).

Dla funkcji f, g zadanych na wierzchoªkach de�niujemy iloczyn skalarny
nast¦puj¡co:

(f, g) :=
∑
x∈V

f(x)g(x).

Natomiast dla funkcji antysymetrycznych θ, θ′ zadanych na kraw¦dziach
de�niujemy iloczyn skalarny tak:

(θ, θ′) :=
1

2

∑
e∈E

θ(e)θ′(e).

Fakt: Operatory d i d∗ s¡ sprz¦»one, tzn. (θ, df) = (d∗θ, f).

Lemat (o przepªywie): Je±li θ jest przepªywem z a do Z, to:

Strength(θ) = d∗θ(a) = −
∑
z∈Z

d∗θ(z).

Lemat (o zachowaniu energii): Je±li θ jest przepªywem z a do Z, a
f : V → R jest funkcj¡ tak¡, »e f � Z ≡ ζ, to:

(θ, df) = Strength(θ) · (f(a)− ζ).

Na mocy de�nicji i, powy»szego lematu oraz de�nicji Reff mamy:

E(i) = (i, dv) = v(a) = Reff .

Zasada Thomsona: Niech θ b¦dzie przepªywem z a do Z takim, »e d∗θ =
d∗i. Wtedy E(θ) > E(i), chyba »e θ = i.

Otrzymali±my zatem, »e nat¦»enie jest tym szczególnym przepªywem,
który minimalizuje energi¦.

1.7 Szacowanie efektywnej rezystancji

Sieci mog¡ by¢ bardzo skomplikowane i nie zawsze potra�my obliczy¢
efektywn¡ rezystancj¦. Na szcz¦±cie konkretna warto±¢ nie b¦dzie dla nas tak
istotna, jak znalezienie odpowiedniego oszacowania.
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Zasada monotoniczno±ci Rayleigha: Rozwa»my dwa alternatywne przy-
porz¡dkowania rezystancji kraw¦dziom: r, r′. Je±li r ≤ r′, to R(r)

eff ≤ R
(r′)
eff .

Dowód: Jako, »e napi¦cia na uziemionych wierzchoªkach s¡ takie same,
mo»emy uto»sami¢ Z do pojedynczego wierzchoªka z bez wpªywu na rezy-
stancj¦ efektywn¡. Mamy wtedy d∗i(r) = d∗i(r

′), zatem z de�nicji energii i
Zasady Thomsona:

E(i(r
′)) ≥ 1

2

∑
e

i(r
′)(e)2 r(e) ≥ E(i(r)). �

Wniosek: Je±li c ≤ c′, to C(c)
eff ≤ C

(c′)
eff .

W szczególno±ci usuni¦cie kraw¦dzi z sieci jest jak zmniejszenie jej prze-
wodnictwa do zera, a zatem taka operacja mo»e jedynie zmniejszy¢ efektywne
przewodnictwo sieci. Podobnie uto»samienie dwóch wierzchoªków mo»na trak-
towa¢ jako zmniejszenie oporu mi¦dzy nimi do zera, a wi¦c tym razem to
efektywna rezystancja si¦ zmniejszy.

Do zapisania kolejnego twierdzenia potrzebna b¦dzie de�nicja. Mówimy,
»e zbiór kraw¦dzi Π oddziela a od Z, je±li ka»da ±cie»ka zaczynaj¡ca si¦ w
a i ª¡cz¡ca a z wierzchoªkiem z Z zawiera kraw¦d¹ z Π. Ponadto zbiory kra-
w¦dzi Π1 i Π2 nazywamy caªkowicie rozª¡cznymi, gdy zachodzi warunek:
e ∈ Π1 ⇒ e /∈ Π2 ∧ −e /∈ Π2.

Nierówno±¢ Nasha-Williamsa: Niech Π1, ...,Πn b¦d¡ parami caªkowicie
rozª¡cznymi zbiorami oddzielaj¡cymi a od Z. Wtedy:

n∑
k=1

(∑
e∈Πk

c(e)

)−1

≤ Reff .

Dowód: Niech Zk b¦dzie zbiorem tych ko«ców kraw¦dzi z Πk, od których
a jest oddzielone przez Πk, a K zbiorem wszystkich wierzchoªków, od których
a nie jest oddzielone przez Πk. Niech sie¢ H b¦dzie sieci¡ indukowan¡ przez
K∪Zk. iH := i � E(H) jest przepªywem jednostkowym z a do Zk, bo usuni¦te
kraw¦dzie byªy poª¡czone jedynie z wierzchoªkami z Zk (inaczej przeczyªoby
to de�nicji K i Zk). Lemat o przepªywie daje nam:

1 = −
∑
x∈Zk

d∗iH(x) = −
∑
x∈Zk

∑
e−=x

iH(e) = −
∑

e∈E(H),e−∈Zk

i(e).
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Je±li jednak kraw¦d¹ e ∈ E(H) i e− ∈ Zk, to albo e+ ∈ K, a wtedy −e musi
nale»e¢ do Πk albo e+ ∈ Zk, ale wówczas w sumie mamy zarówno i(e) jak i
i(−e) = −i(e). Mo»emy zatem napisa¢:

1 =
∣∣∣ ∑
e∈E(H),e−∈Zk

i(e)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∑
e∈E(H),e−∈Zk,−e∈Πk

i(e)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∑
e∈Π′k

i(e)
∣∣∣ ≤∑

e∈Π′k

|i(e)|,

gdzie Π′k jest pewnym podzbiorem Πk, który nie zawiera »adnej pary prze-
ciwnych kraw¦dzi. Z nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza:

∑
e∈Π′k

i(e)2r(e)
∑
e∈Π′k

c(e) ≥
(∑
e∈Π′k

|i(e)|
)2

≥ 1⇒
∑
e∈Π′k

i(e)2r(e) ≥
(∑
e∈Πk

c(e)

)−1

.

Sumujemy obustronnie po 1 ≤ k ≤ n (zbiory Π′k s¡ caªkowicie rozª¡czne) i
otrzymujemy dolne oszacowanie dla E(i) = Reff . �

Gdyby zaªo»y¢, »e dla ka»dego k zbiór Πk oddziela Πk−1 i Πk+1, to mo»na
by pomy±le¢ o bardziej intuicyjnym dowodzie. Mianowicie, dla ka»dego k
uto»samijmy wszystkie wierzchoªki mi¦dzy Πk a Πk+1 do pojedynczego wierz-
choªka uk (zmniejszaj¡c opór mi¦dzy nimi do 0). Wtedy jedynie równolegªe
kraw¦dzie z Πk ª¡cz¡ uk−1 z uk. Stosuj¡c kolejno reguª¦ poª¡czenia równole-
gªego, a potem szeregowego otrzymujemy dolne ograniczenie na rezystancj¦
efektywn¡ oryginalnej sieci.

1.8 Powracalno±¢ i chwilowo±¢

W ko«cu jeste±my gotowi, aby u»y¢ zdobytej wiedzy o spacerach losowych
na sko«czonych grafach do badania typów spacerów na grafach niesko«czo-
nych. Rozwa»my sie¢ zªo»on¡ ze spójnego, lokalnie sko«czonego grafu G o
niesko«czenie wielu wierzchoªkach i funkcji wag c. Wyró»nijmy wierzchoªek
a. Na tej sieci rozwa»amy spacer losowy zde�niowany jako odwracalny ªa«-
cuch Markowa tak jak poprzednio.

Niech ci¡g sko«czonych podzbiorów V1 ⊆ V2 ⊆ ... ⊆ V speªnia:
⋃
n Vn =

V oraz (∀n) a ∈ Vn. Wtedy mówimy, »e ci¡g {Gn}, gdzie Gn jest podsieci¡
indukowan¡ przez Vn, wyczerpuje G. Niech Zn = V (G) \ V (Gn) i niech
GW
n b¦dzie sieci¡ uzyskan¡ z G poprzez uto»samienie Zn do pojedynczego

wierzchoªka zn, który zostaje uziemiony.
Wró¢my do spaceru losowego na G. Zdarzenia {a → Zn} s¡ malej¡ce,

a ich przekrój to zdarzenie, »e spacer startuj¡cy z a nigdy nie powróci
do punktu wyj±cia. B¦dziemy to zdarzenie oznacza¢ przez {a → ∞}. Mo-
»emy zatem zde�niowa¢ przewodnictwo efektywne dla sieci niesko«czonej:
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π(a)P(a→∞) = π(a) limn P(a→ Zn) = limnCeff (G
W
n ) =: Ceff (G) = Ceff .

Rezystancja efektywna to odwrotno±¢ Ceff , przy czym gdy ta jest równa 0,
to rezystancja wynosi ∞. P(a → ∞) to prawdopodobie«stwo ucieczki i jest
ono niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy spacer jest chwilowy. St¡d wynika
nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie (chwilowo±¢ i przewodnictwo efektywne): Spacer lo-
sowy na niesko«czonej, spójnej sieci jest chwilowy wtedy i tylko wtedy, gdy
przewodnictwo efektywne tej sieci jest dodatnie (rezystancja efektywna jest
sko«czona).

Z tego twierdzenia i zasady Rayleigha dla sieci sko«czonych otrzymujemy
natychmiastowo wniosek:

Zasada monotoniczno±ci Rayleigha: Rozwa»my dwa alternatywne przy-
porz¡dkowania przewodnictw kraw¦dziom: c, c′. Je±li c ≤ c′ i spacer losowy
na sieci (G, c) jest chwilowy, to spacer losowy na (G, c′) te» jest chwilowy.

Mówimy, »e zbiór kraw¦dzi Π oddziela a od ∞, je±li ka»da niesko«czona,
prosta ±cie»ka zaczynaj¡ca si¦ w a zawiera kraw¦d¹ z Π.

Kryterium Nasha-Williamsa: Dla ci¡gu {Πn} sko«czonych i parami caª-
kowicie rozª¡cznych zbiorów, z których ka»dy oddziela a od ∞ mamy:

∑
n

(∑
e∈Πn

c(e)

)−1

≤ Reff ,

zatem je±li ta suma jest niesko«czona, to spacer losowy na (G, c) jest powra-
caj¡cy.

Dowód: Niech {Gn} b¦dzie ci¡giem wyczerpuj¡cymG takim, »e
⋃n
k=1 Πk ⊆

E(Gn). Mamy Reff = limnReff (G
W
n ), zatem stosuj¡c nierówno±¢ Nasha-

Williamsa dla ka»dego GW
n , dostajemy tez¦. �

Antysymetryczn¡ funkcj¦ θ zadan¡ na zbiorze kraw¦dzi nazywamy prze-
pªywem z a do ∞, je±li: d∗θ(a) > 0 i d∗θ(x) = 0 dla x 6= a. Gdy d∗θ(a) = 1
przepªyw nazywamy jednostkowym.

Lemat (o zbie»no±ci przepªywów): Niech {θn} b¦dzie takim ci¡giem, »e
θn jest przepªywem jednostkowym z a do Zn, gdzie Z1 ⊇ Z2 ⊇ ... ⊇

⋂
n Zn =
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∅. Niech ponadto: (∀e) θn(e)→ θ(e) oraz (∀n) E(θn) ≤M <∞. Wtedy θ jest
przepªywem jednostkowym z a do ∞ oraz E(θ) ≤ lim infn E(θn) ≤M .

Dowód: θ(−e) = limn θn(−e) = − limn θn(e) = −θ(e), czyli θ jest an-
tysymetryczna. G jest lokalnie sko«czony, zatem: d∗θ(x) = limn d

∗θn(x) =
1{a}(x), czyli θ jest przepªywem jednostkowym z a do ∞. Natomiast nierów-
no±¢ E(θ) ≤ lim infn E(θn) wynika z lematu Fatou dla fn = θ2

n · r ≥ 0. �

Twierdzenie (Lyons): Spacer losowy na G jest chwilowy wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje przepªyw jednostkowy na G o sko«czonej energii z jakie-
go± (ka»dego) wierzchoªka do ∞.

Dowód: (⇐) Niech θ b¦dzie przepªywem jednostkowym o sko«czonej ener-
gii z a do∞. Niech {Gn} b¦dzie ci¡giem wyczerpuj¡cymG. Przez in oznaczmy
nat¦»enie jednostkowe (z a do zn) na GW

n . Przez θ � GW
n rozumiemy prze-

pªyw jednostkowy na GW
n z a do zn naturalnie indukowany przez θ. Na mocy

zasady Thomsona: Reff (G
W
n ) = E(in) ≤ E(θ � GW

n ) ≤ E(θ) < ∞. St¡d
Reff = limnReff (G

W
n ) ≤ E(θ) <∞.

(⇒) We¹my dowolny wierzchoªek a. Niech {Gn}, in oznaczaj¡ to samo, co
poprzednio, a vn b¦dzie napi¦ciem odpowiadaj¡cym in. Skoro spacer losowy
na G jest chwilowy, to ci¡g E(in) jest zbie»ny do Reff < ∞, a zatem jest
ograniczony przez pewn¡ sko«czon¡ staª¡ M . Rozwa»my spacer losowy na G
startuj¡cy z a. Niech Yn(x) b¦dzie zmienn¡ losow¡ zliczaj¡c¡ wizyty tego spa-
ceru w x zanim spacer odwiedzi wierzchoªek z Zn = V (G)\V (Gn), natomiast
Y (x) - zliczaj¡c¡ wszystkie wizyty tego spaceru w x. Korzystaj¡c z twier-
dzenia o zbie»no±ci monotonicznej oraz interpretacji probabilistycznej napi¦-
cia z podrozdziaªu 1.4 mamy: E[Y (x)] = limn E[Yn(x)] = limn GZn(a, x) =
π(x) limn vn(x). Ale ten spacer jest chwilowy, zatem E[Y (x)] <∞, czyli mo-
»emy zde�niowa¢: v(x) := limn vn(x). St¡d wiemy, »e i(e) := limn in(e) =
limn c(e) dvn(e) = c(e) dv(e) istnieje dla ka»dej kraw¦dzi e. Na mocy lematu
o zbie»no±ci przepªywów i jest przepªywem jednostkowym z a do ∞ o sko«-
czonej energii. �

Mo»emy teraz przenie±¢ reszt¦ poj¦¢ dotycz¡cych sieci elektrycznych na
sieci niesko«czone.

Wniosek: Niech G b¦dzie tak¡ sieci¡, »e spacer losowy na niej jest chwi-
lowy. Niech {Gn} wyczerpuje G. Przez in oznaczmy nat¦»enie jednostkowe
(z a do zn) na GW

n , a przez vn odpowiadaj¡ce mu napi¦cie. Wtedy {in} ma
punktow¡ granic¦ i na G, która jest jedynym jednostkowym przepªywem na
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G o minimalnej energii. Ponadto {vn} ma punktow¡ granic¦ v na G, która ma
nast¦puj¡ce wªasno±ci: dv = ir, v(a) = E(i) = Reff (G), v(x)

v(a)
= Px(τa < ∞)

oraz G(a, x) = π(x)v(x), gdzie G(a, x) jest oczekiwan¡ liczb¡ odwiedzin x
przez spacer losowy startuj¡cy z a.

Dowód: Z dowodu twierdzenia mamy, »e i i v istniej¡ oraz, »e dv = ir i
G(a, x) = π(x)v(x). Proste u»ycie ci¡gªo±ci prawdopodobie«stwa daje nam:
v(x)
v(a)

= Px(τa <∞). Dalej v(a) = limn vn(a) = limn E(in) = limnReff (G
W
n ) =

Reff . Z lematu o zbie»no±ci przepªywów: E(i) ≤ lim infn E(in), ale z dowodu
twierdzenia mamy: E(in) ≤ E(θ) dla dowolnego przepªywu jednostkowego θ
z a do ∞, w szczególno±ci: E(in) ≤ E(i), zatem E(i) = limn E(in) = v(a).
Przy okazji E(i) ≤ E(θ), czyli i ma minimaln¡ energi¦. Pozostaje pokaza¢, »e
i jest jedyna.

Dla dowolnych θ, θ′ mamy:

E(θ) + E(θ′)

2
= E

(θ + θ′

2

)
+ E

(θ − θ′
2

)
,

zatem je±li θ i θ′ s¡ przepªywami jednostkowymi z a do∞ o minimalnej ener-
gii, to 1

2
(θ + θ′) równie» nim jest, a E( θ−θ

′

2
) = 0⇒ θ = θ′. �

Ma sens zatem nazywanie v napi¦ciem, a i jednostkowym nat¦»eniem na
sieci G uziemionej w niesko«czono±ci.

2 Twierdzenie Pólyi

To pi¦kne twierdzenie udowodnione w 1921 roku przez w¦gierskiego ma-
tematyka George'a Póly¦ jest kluczowe dla tej pracy, poniewa» daje podsta-
wow¡ intuicj¦ dotycz¡c¡ tego, jaka jest ró»nica pomi¦dzy grafami powraca-
j¡cymi a chwilowymi.

Spacer losowy na sieci (G, c) nazywamy prostym, gdy c ≡ C, gdzie C jest
dodatni¡ staª¡. Taki spacer b¦d¡c w wierzchoªku x przechodzi do dowolnego
z s¡siadów z prawdopodobie«stwem 1

deg(x)
, dlatego zazwyczaj przez (prosty)

spacer losowy na gra�e G rozumiemy spacer losowy na (G, c), gdzie c ≡ 1.
�atwo zauwa»y¢, »e na mocy zasady monotoniczno±ci Rayleigha, je±li c

jest ograniczona z doªu i z góry przez dodatnie staªe, to spacer losowy na
(G, c) jest tego samego typu, co prosty spacer losowy na G.

Przez krat¦ Zd rozumiemy graf, dla którego V (G) = Z
d, natomiast dwa

wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ dokªadnie wtedy, gdy s¡ w euklidesowej
odlegªo±ci 1 od siebie, tzn. ró»ni¡ si¦ jedynie o kanoniczny wektor ei.
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Twierdzenie (Pólya): Prosty spacer losowy na kracie Zd jest:

� powracaj¡cy, gdy d ≤ 2,

� chwilowy, gdy d ≥ 3.

2.1 Dowód twierdzenia

Dowód dla d = 2: U»yjemy kryterium Nasha-Williamsa dla a = (0, 0).
Niech Kn b¦dzie brzegiem kwadratu [−n, n]2 i niech Πn b¦dzie zbiorem kra-
w¦dzi ª¡cz¡cych Kn z Kn+1. Wtedy Πn jest zbiorem oddzielaj¡cym a od ∞
oraz |Πn| = 4(2n+ 1) = 8n+ 4. Mamy zatem Reff ≥

∑
n

1
8n+4

=∞. �

Przykªadowa obserwacja prostego spaceru
losowego na kracie Z2 - 25 tysi¦cy kroków

Z dowodu wynika równie», »e prawdopodobie«stwo tego, i» spacer star-
tuj¡cy w (0, 0) opu±ci Kn przed powrotem do punktu wyj±cia jest szacowane
z góry przez C1 log(n)−1 dla pewnej staªej C1.

Oczywi±cie przypadek d = 2 daje nam natychmiast powracalno±¢ prostego
spaceru losowego dla d = 1 (dzi¦ki zasadzie monotoniczno±ci Rayleigha). Po-
dobnie do udowodnienia drugiej cz¦±ci twierdzenia wystarczy pokaza¢ przy-
padek d = 3. Zaprezentujemy prosty dowód Doyle'a i Snella [1].

Dowód dla d = 3: Skorzystamy z twierdzenia Lyonsa. Zde�niujmy prze-
pªyw θ z a = (0, 0, 0) do∞ na cz¦±ci kraty Z3 pomi¦dzy dodatnimi póªosiami
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w nast¦puj¡cy sposób: dla (x, y, z) odlegªego o n od a niech:

θ
(〈

(x, y, x), (x, y + 1, z)
〉)

=
2(y + 1)

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

i podobnie dla x oraz z. Mamy: n = dist(a, (x, y, z)) = |x|+|y|+|z| = x+y+z,
czyli z (x, y, z) wypªywa ª¡cznie 2

(n+1)(n+2)
. Natomiast do (x, y, z) wpªywa z

punktów (x− 1, y, z), (x, y − 1, z), (x, y, z − 1) razem:

2x

n(n+ 1)(n+ 2)
+

2y

n(n+ 1)(n+ 2)
+

2z

n(n+ 1)(n+ 2)
=

2

(n+ 1)(n+ 2)
,

zatem θ jest dobrze zde�niowanym przepªywem. Oczywi±cie tylko do a nic
nie wpªywa, za to wypªywa ze« 1

3
+ 1

3
+ 1

3
= 1, czyli θ jest przepªywem

jednostkowym.

Trzy obserwacje prostego spaceru losowego
na kracie Z3 - 10 tysi¦cy kroków ka»da

Zastanówmy si¦, ile jest punktów oddalonych o n od a. Szukamy takich
liczb x, y, z ≥ 0, »e x+ y+ z = n. We¹my dowolne 0 ≤ x ≤ n. Wtedy y mo»e
by¢ dowoln¡ liczb¡ mi¦dzy 0 a n− x. Na koniec z = n− x− y. Takich trójek
mamy zatem:

n∑
x=0

(n− x+ 1) =
n+1∑
k=1

k =
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

17



Z ka»dego punktu oddalonego o n od a wychodz¡ trzy kraw¦dzie o dodat-
nim przepªywie wynosz¡cym maksymalnie 2

(n+2)(n+3)
ka»dy. Mamy zatem:

E(θ) ≤
∑
n

(n+ 1)(n+ 2)

2
· 3
( 2

(n+ 2)(n+ 3)

)2

≤
∑
n

6

(n+ 2)2
<∞. �

2.2 Podej±cie kombinatoryczne

W tym podrozdziale zaprezentujemy, jak dowodzi si¦ twierdzenia Pólyi
bez u»ycia sieci elektrycznych. Takie podej±cie mo»na znale¹¢ w klasycznych
podr¦cznikach z teorii prawdopodobie«stwa, np. u Lawlera [2] [3].

Rozwa»my dowolny spacer losowy na spójnej sieci. Przez a b¦dziemy
oznacza¢ punkt wyj±cia tego spaceru, natomiast przez Sn jego pozycj¦ po
n krokach. Niech Z zlicza wszystkie wizyty spaceru w a. Z twierdzenia Fubi-
niego mamy:

E[Z] = E

[
∞∑
n=0

1{Sn=a}

]
=
∞∑
n=0

P (Sn = a).

Dalej, je±li spacer jest powracaj¡cy, to Z wynosi niesko«czono±¢ z praw-
dopodobie«stwem 1, a zatem E[Z] =∞.

Z drugiej strony, je±li spacer jest chwilowy, to prawdopodobie«stwo ucieczki
jest wi¦ksze od 0. Niech q = 1−P(a→∞) < 1 oznacza prawdopodobie«stwo
powrotu do a. Wtedy Z ma rozkªad geometryczny z prawdopodobie«stwem
sukcesu q i pora»ki 1− q, to znaczy P(Z = k) = qk−1(1− q) dla k ≥ 1 oraz:

E[Z] =
∞∑
k=1

k qk−1(1− q) =
1

1− q
=

1

P(a→∞)
<∞.

Fakt: Spacer losowy na spójnym gra�e jest powracaj¡cy wtedy i tylko
wtedy, gdy:

∞∑
n=0

P(Sn = a) =∞.

Wracaj¡c do prostego spaceru losowego na kracie Zd zauwa»my, »e mo-
»emy przedstawi¢ Sn jako sum¦ niezale»nych decyzji X1, X2, . . . o jednako-
wym rozkªadzie: P(X1 = ±ej) = 1

2d
, 1 ≤ j ≤ d. Wtedy:

E[|Sn|2] = E

[
n∑

i,j=1

〈Xi, Xj〉

]
=

n∑
i=1

E[|Xi|2] +
∑
i 6=j

E[〈Xi, Xj〉] =
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=
n∑
i=1

E[1] +
∑
i 6=j

〈E[Xi],E[Xj]〉 = n.

Mo»emy zatem przypuszcza¢, »e ±rednia odlegªo±¢ spaceru od 0 jest rz¦du
c1

√
n. Id¡c dalej, w Z

d mamy okoªo c2

√
n
d punktów, których odlegªo±¢ od 0

jest co najwy»ej rz¦du
√
n, czyli mo»na zgadywa¢, i» prawdopodobie«stwo

znalezienia si¦ dokªadnie w jednym z tych punktów (np. w 0) jest rz¦du
c3√
n
d = c3 n

− d
2 .

Jest to oczywi±cie jedynie intuicyjne rozumowanie, mo»na jednak na-
prawd¦ pokaza¢, poprzez nie bardzo skomplikowane, lecz »mudne rachun-
kowo rozwa»ania kombinatoryczne, »e prawdopodobie«stwo znalezienia si¦
po n krokach w 0 jest asymptotycznie równe c3 n

− d
2 (patrz [1] podrozdziaª

2.3). Wtedy z powy»szego faktu wynika twierdzenie Pólyi.

2.3 Quasi izometrie

W tym podrozdziale poznamy dwa rodzaje odwzorowa«, które w pewnym
sensie zachowuj¡ typ spaceru losowego. Wówczas twierdzenie Pólyi oka»e si¦
stosunkowo ªatwym wnioskiem z tej bardzo efektywnej teorii.

Dla dwóch sieci G i G′ funkcj¦ φ przeksztaªcaj¡c¡ wierzchoªki G na wierz-
choªki G′ nazywamy wªo»eniem zgrubnie izometrycznym lub po prostu
wªo»eniem zgrubnym, gdy istniej¡ staªe α, β < ∞ oraz funkcja Φ zde�nio-
wana na kraw¦dziach G taka, »e:

� dla ka»dej kraw¦dzi 〈x, y〉, Φ(〈x, y〉) jest prost¡ ±cie»k¡ z φ(x) do φ(y)
oraz ∑

e′∈Φ(〈x,y〉)

r′(e′) ≤ α r(x, y),

a Φ(〈y, x〉) jest ±cie»k¡ odwrotn¡ do Φ(〈x, y〉);

� dla ka»dej kraw¦dzi e′ ∈ G′ istnieje nie wi¦cej ni» β kraw¦dzi w G,
których obraz przez Φ zawiera e′.

Dwie sieci nazywamy zgrubnie równowa»nymi, je±li istniej¡ wªo»e-
nia zgrubne w obu kierunkach. Na przykªad, mo»na pokaza¢, »e ka»de dwa
(dostatecznie regularne) parkieta»e R2 zadaj¡ sieci zgrubnie równowa»ne. Po-
wrócimy do tego pó¹niej.

Twierdzenie (Kanai): Niech G i G′ b¦d¡ spójnymi sieciami. Je±li istnieje
wªo»enie zgrubne G w G′ i spacer losowy na G jest chwilowy, to spacer losowy
na G′ te» jest chwilowy.
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Dowód: Skorzystamy z twierdzenia Lyonsa. Niech φ (wraz z α, β,Φ) b¦-
dzie wªo»eniem zgrubnym G w G′. Z zaªo»enia istnieje przepªyw jednostkowy
na G o sko«czonej energii z a do niesko«czono±ci. Nazwijmy go θ. Zde�-
niujmy funkcj¦ θ′(e′) =

∑
e′∈Φ(e) θ(e) zadan¡ na kraw¦dziach G′ (sumujemy

po wszystkich kraw¦dziach G rozró»niaj¡c e i −e). Poka»emy, »e θ′ jest prze-
pªywem jednostkowym z φ(a) do niesko«czono±ci.

Z pierwszego punktu de�nicji φ mamy, »e e′ ∈ Φ(e) ⇔ −e′ ∈ Φ(−e),
zatem:

θ′(−e′) =
∑

−e′∈Φ(e)

θ(e) =
∑

e′∈Φ(−e)

θ(e) = −
∑

e′∈Φ(−e)

θ(−e) = −θ′(e′),

czyli θ′ jest antysymetryczna.
Dalej mamy:∑

φ(x)=x′

d∗θ(x) =
∑

φ(x)=x′

∑
e−=x

θ(e) =
∑

φ(e−)=x′

θ(e)
(∗)
=

=
∑

(e′)−=x′

∑
e′∈Φ(e)

θ(e) =
∑

(e′)−=x′

θ′(e′) = d∗θ′(x′).

Wystarczy zatem pokaza¢ (∗), gdy» wtedy d∗θ′(x′) =
∑

φ(x)=x′ 1{a}(x) =

1{φ(a)}(x
′). Oczywi±cie, je»eli kraw¦d¹ e speªnia φ(e−) = x′, to e ∈ A :=

{e : (∃e′ ∈ Φ(e))(e′)− = x′}, bo Φ(e) jest ±cie»k¡ z φ(e−) do φ(e+). Natomiast
je±li kraw¦d¹ e ∈ A i φ(e−) 6= x′, to znaczy, »e ±cie»ka Φ(e) przechodzi przez
wierzchoªek x′, ale nie jest on jej pocz¡tkiem, a wówczas −e ∈ A. Skoro
jednak θ(e) + θ(−e) = 0, to zachodzi (∗).

Z nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza:

θ′(e′)2 =
( ∑
e′∈Φ(e)

1 · θ(e)
)2

≤
( ∑
e′∈Φ(e)

12
)( ∑

e′∈Φ(e)

θ(e)2
)
≤ β

∑
e′∈Φ(e)

θ(e)2.

Energia przepªywu θ′ wynosi:∑
e′

θ′(e′)2r′(e′) ≤ β
∑
e′

∑
e′∈Φ(e)

θ(e)2r′(e′) =

= β
∑
e

θ(e)2
∑

e′∈Φ(e)

r′(e′) ≤ αβ
∑
e

θ(e)2r(e) <∞. �
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Dla dwóch grafów G i G′ funkcj¦ φ przeksztaªcaj¡c¡ wierzchoªki G na
wierzchoªki G′ nazywamy quasi izometri¡, je±li istniej¡ dodatnie staªe α, β
takie, »e dla dowolnych wierzchoªków x, y z G zachodzi:

α−1dist(x, y)− β ≤ dist′(φ(x), φ(y)) ≤ α dist(x, y) + β

oraz ka»dy wierzchoªek z G′ jest w odlegªo±ci co najwy»ej β od obrazu φ.
De�nicj¦ mo»na rozszerzy¢ na wszystkie przestrzenie metryczne zamie-

niaj¡c "wierzchoªek" na "punkt". Wtedy krata Zd jest quasi izometryczna z
R
d.

Fakt: Istnienie quasi izometrii jest relacj¡ równowa»no±ci.

Dowód: Zwrotno±¢: oczywista.
Przechodnio±¢: Niech φ1 b¦dzie quasi izometri¡ z G do G′, a φ2 z G′ do G′′.

Wtedy ªatwo sprawdzi¢, »e φ = φ2◦φ1 wraz ze staªymi α = α1α2, β = β1 +β2

speªnia pierwszy warunek z de�nicji quasi izometrii z G do G′′. Ustalmy
teraz dowolny wierzchoªek v′′ z G′′. Mamy d′′(v′′, Im(φ2)) ≤ β2, zatem dla
E > 0 istnieje wierzchoªek v′ w G′ taki, »e d′′(v′′, φ2(v′)) ≤ β2 + E . Ale
d′(v′, Im(φ1)) ≤ β1, czyli dla δ > 0 istnieje wierzchoªek v w G taki, »e
d′(v′, φ1(v)) ≤ β1 +δ. Z de�nicji φ2 mamy d′′(φ2(v′), φ(v)) ≤ α2 d

′(v′, φ1(v))+
β2 ≤ α2(β1+δ)+β2. Wówczas d′′(v′′, Im(φ)) ≤ d′′(v′′, φ(v)) ≤ d′′(v′′, φ2(v′))+
d′′(φ2(v′), φ(v)) ≤ α2(β1 + δ) + 2β2 + E .

Symetryczno±¢: Niech φ b¦dzie quasi izometri¡ z G do G′. Ustalmy E > 0.
Dla wierzchoªka v′ z G′ de�niujemy ψ(v′) jako (jaki± z góry ustalony) wierz-
choªek v z G, dla którego d′(v′, φ(v)) ≤ d′(v′, Im(φ)) + E ≤ β + E . Po-
ka»emy, »e ψ jest quasi izometri¡ z G′ do G. Przy powy»szych oznacze-
niach: d(ψ(x′), ψ(y′)) = d(x, y) ≤ α d′(φ(x), φ(y)) + αβ ≤ α(d′(φ(x), y′) +
d′(y′, φ(y)))+αβ ≤ α(d′(φ(x), x′)+d′(x′, y′)+d′(y′, φ(y)))+αβ ≤ α d′(x′, y′)+
2α(β + E) + αβ dla dowolnych wierzchoªków x′, y′ z G′. Analogicznie mamy
d(ψ(x′), ψ(y′)) ≥ α−1d′(x′, y′)− 2α−1(β + E)−α−1β. We¹my dowolny wierz-
choªek v z G. Niech v′ = φ(v). Wówczas mamy d(v, Im(ψ)) ≤ d(v, ψ(v′)) ≤
α d′(φ(v), φ(ψ(v′)))+αβ = α d′(v′, φ(ψ(v′)))+αβ ≤ α(β+E)+αβ, z de�nicji
funkcji ψ. �

Lemat: NiechG iG′ b¦d¡ quasi izometrycznymi grafami. Je±li c, c′, c−1, c′−1

s¡ ograniczone oraz stopnie wierzchoªków w G i G′ s¡ ograniczone, to sieci
(G, c) i (G′, c′) s¡ zgrubnie równowa»ne.

Dowód: Niech φ b¦dzie quasi izometri¡ z G do G′. Dla kraw¦dzi 〈x, y〉 z G
de�niujemy Φ(〈x, y〉) jako (jak¡± ustalon¡) zorientowan¡ ±cie»k¦ realizuj¡c¡
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odlegªo±¢ φ(x) od φ(y), tzn. |Φ(〈x, y〉)| = d′(φ(x), φ(y)) ≤ α d(x, y) + β =
α+β, tak¡ »e Φ(〈y, x〉) jest ±cie»k¡ odwrotn¡. Poka»emy, »e φ (wraz z Φ) jest
wªo»eniem zgrubnym G w G′. Istnienie wªo»enia zgrubnego w drug¡ stron¦
wynika z symetrii.

Niech M b¦dzie staª¡, która ogranicza wszystkie wielko±ci ze sformuªo-
wania lematu. Wówczas dla dowolnej kraw¦dzi e z G mamy

∑
e′∈Φ(e) r

′(e′) ≤
|Φ(e)| ·M ≤ (α + β)M ≤ (α + β)M

2

c(e)
= (α + β)M2 r(e). Pozostaje pokaza¢,

»e istnieje staªa N <∞ taka, »e A(e′) = {e : e′ ∈ Φ(e)} ≤ N dla ka»dego e′

z G′.
Ustalmy dowoln¡ kraw¦d¹ 〈x′, y′〉 z G′ oraz kraw¦d¹ 〈x1, y1〉 ∈ A(〈x′, y′〉).

Je±li 〈x′, y′〉 ∈ Φ(〈x, y〉), to d′(φ(x), φ(x1)) ≤ d′(φ(x), x′) + d′(x′, φ(x1)) ≤
2(α + β), bo |Φ(e)| ≤ α + β. Wówczas d(x, x1) ≤ α d′(φ(x), φ(x1)) + αβ ≤
2α(α + β) + αβ =: γ, czyli wszystkie kraw¦dzie z A(〈x′, y′〉) maj¡ pocz¡tek
w zbiorze Bγ(x1), zatem |A(〈x′, y′〉)| ≤M · |Bγ(x1)| ≤M(1 +M +M2 + ...+
Mγ) =: N . �

Uwaga: Do dowodu istnienia wªo»enia zgrubnego G w G′ u»yli±my jedynie
ograniczono±ci c, c′−1 i stopni wierzchoªków w G.

Rozwa»my teraz spacer losowy na Z
d b¦d¡cy wynikiem d niezale»nych

prostych spacerów losowych na Z potraktowanych jako kolejne wspóªrz¦dne
tego spaceru. Innymi sªowy jest to spacer chodz¡cy po "przek¡tnych" Z

d,
wybieraj¡c jedn¡ z 2d przek¡tnych z równym prawdopodobie«stwem. Szansa,

»e ten spacer po 2n krokach wróci do punktu wyj±cia wynosi
((

2n
n

)
(1

2
)2n
)d
,

bo ka»dy z d niezale»nych spacerów musi zrobi¢ tyle samo kroków w obie
strony. Korzystaj¡c z formuªy Stirlinga otrzymujemy asymptotyczn¡ warto±¢

tego prawdopodobie«stwa
(

1√
πn

)d
. Na mocy faktu z podrozdziaªu 2.2 nasz

spacer jest powracaj¡cy dokªadnie wtedy, gdy d < 3.
Niech G b¦dzie grafem odpowiadaj¡cym temu spacerowi i niech G′ b¦-

dzie zwykª¡ krat¡ na Zd. Wtedy φ zadana jako identyczno±¢ na wierzchoª-
kach G jest quasi izometri¡ pomi¦dzy G a G′. Mamy bowiem dist(x, y) ≤
dist′(φ(x), φ(y)) ≤ d·dist(x, y), gdy» ka»dy krok w Z

d "po przek¡tnej" mo»na
osi¡gn¡¢ poprzez d zwykªych kroków "po wspóªrz¦dnych". St¡d wynika twier-
dzenie Pólyi.
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3 Przykªady

W niniejszym rozdziale postaramy si¦ przeanalizowa¢ szerok¡ gam¦ inte-
resuj¡cych przykªadów.

3.1 Grafy w przestrzeniach euklidesowych i nie tylko

Twierdzenie Pólyi pokazaªo nam, »e wymiar przestrzeni ma kluczowe zna-
czenie dla typu spaceru, natomiast quasi izometrie, »e spacery na podobnych
grafach s¡ tego samego typu. Mo»na si¦ wi¦c zastanawia¢, czy dowolny graf
wpisany w sensowny sposób w R

d jest powracaj¡cy wtedy i tylko wtedy, gdy
d ≤ 2.

Dla dowolnego grafu G przez k-fuzz G rozumiemy graf powstaªy z G
poprzez dodanie do niego kraw¦dzi ª¡cz¡cych wierzchoªki, dla których istnieje
±cie»ka w G dªugo±ci co najwy»ej k.

Lemat (o k-fuzzie grafu): Dla grafu G oznaczmy przez Gk jego k-fuzz.
Spacery losowe na sieciach (G, c) i (Gk, c

′) s¡ tego samego typu, o ile stopnie
wierzchoªków w G oraz funkcje c, c′, c−1, c′−1 s¡ ograniczone.

Dowód: Je±li stopnie wierzchoªków G s¡ ograniczone przez n, to stopnie
wierzchoªków Gk s¡ ograniczone przez n + n2 + n3 + ... + nk. Dalej, G i Gk

s¡ w quasi izometrii, bo 1
k
dist(x, y) ≤ distGk

(x, y) ≤ dist(x, y). Na mocy
lematu z podrozdziaªu o quasi izometriach mamy tez¦. �

Mówimy, »e graf G jest wpisany w cywilizowany sposób w R
d, gdy

istniej¡ staªe M <∞ i r > 0 takie, »e:

� dªugo±¢ pojedynczej kraw¦dzi jest nie wi¦ksza ni» M ,

� odlegªo±¢ mi¦dzy dwoma dowolnymi wierzchoªkami jest nie mniejsza
ni» r.

Fakt: Je±li mo»na wpisa¢ G w cywilizowany sposób w R
2, a funkcja c jest

ograniczona z góry, to spacer losowy na (G, c) jest powracaj¡cy.

Dowód: Niech G b¦dzie wpisany w cywilizowany sposób w R
2 i niech Z2

b¦dzie grafem wpisanym w to samo R
2, identycznym z krat¡ na Z

2, ale o
kraw¦dziach dªugo±ci r

2
. Wtedy w ka»dej kratce Z2 znajduje si¦ co najwy»ej

jeden wierzchoªek z G. Niech x̂ oznacza prawy górny róg kratki Z2, w której
si¦ znajduje si¦ wierzchoªek x. Zauwa»my, »e je±li x i y s¡ s¡siadami w G, to
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‖x̂− ŷ‖2 < M +2r, a zatem istnieje pewna staªa N taka, »e distZ2(x̂, ŷ) ≤ N
dla dowolnych x ∼ y. Niech G′ oznacza N -fuzz Z2. Zaªó»my nie wprost, »e
spacer na (G, c) jest chwilowy. BZO c−1 jest ograniczone (gdyby nie byªo,
bierzemy ĉ = min(c, 1) i spacer na (G, ĉ) nadal jest chwilowy). Niech funkcja
c′ : E(G′) → R>0 b¦dzie taka, »e c′(e′) = c(〈x, y〉), je±li e′ ª¡czy x̂ z ŷ, a
na pozostaªych kraw¦dziach wynosi 1. Wtedy (G, c) jest wªa±ciwie podsieci¡
(G′, c′), czyli spacer na (G′, c′) te» jest chwilowy. Lemat o k-fuzzie grafu dla
(G′, c′) i (Z2,1) daje nam sprzeczno±¢ z twierdzeniem Pólyi. �

Niestety podobne twierdzenie dla R
3 nie jest prawdziwe. Istnieje graf,

który mo»na wpisa¢ w cywilizowany sposób w R
3, ale nie w R

2, i na którym
prosty spacer losowy jest powracaj¡cy.

Przykªadem takiego grafu jest krata Z
3 pozbawiona wszystkich piono-

wych kraw¦dzi poza pojedyncz¡ osi¡ (np. OZ). Inaczej mówi¡c, jest to nie-
sko«czenie wiele kopii krat Z2 ustawionych jedna nad drug¡, których ±rodki
s¡ przyczepione w wierzchoªkach pojedynczego Z. Tego grafu nie wpiszemy
w cywilizowany sposób w R

2, bo to oznaczaªoby, »e mo»emy zanurzy¢ nie-
sko«czenie wiele kopii Z2 w k-fuzzie Z2. Natomiast prosty spacer losowy na
tym gra�e jest powracaj¡cy, bo spaceruj¡c po jednej z kopii Z2 wiemy, »e z
prawdopodobie«stwem 1 odwiedzimy niesko«czenie wiele razy jej ±rodek, a
wi¦c kiedy± na pewno zrobimy krok w gór¦ albo w dóª (z równym prawdo-
podobie«stwem) pionowej osi Z, a taki spacer losowy na Z jest powracaj¡cy.

Dla grafów wpisanych w R
3 pozostaje nam korzysta¢ z ogólnego faktu:

Fakt: Graf G jest quasi izometryczny z przestrzeni¡ metryczn¡ (X, ρ), je±li
mo»emy go w ni¡ wpisa¢ w taki sposób, »e istniej¡ takie staªe R,M,N, r > 0,
»e:

� dowolny punkt p ∈ X jest w odlegªo±ci co najwy»ej R od wierzchoªków
G

� dªugo±¢ pojedynczej kraw¦dzi jest nie wi¦ksza ni» M ,

� dla dowolnych wierzchoªków x, y istnieje ±cie»ka o dªugo±ci co najwy»ej
N ª¡cz¡ca x z wierzchoªkiem x′, którego odlegªo±¢ od y jest mniejsza
ni» ρ(x, y) o co najmniej r.

Dowód: Mamy ρ(x, y) ≤M dist(x, y) oraz dist(x, y) ≤ N 1
r
ρ(x, y)+1, po-

niewa» aby przybli»y¢ si¦ do jakiego± wierzchoªka o r potrzeba maksymalnie
N kroków. �
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3.2 Drzewa

Drzewa s¡ stosunkowo proste w analizie i potra�¡ by¢ przydatne przy
badaniu bardziej skomplikowanych grafów, nie oznacza to jednak, »e nie da
si¦ skonstruowa¢ ciekawych przykªadów drzew.

Drzewo nazywamy ukorzenionym, je±li wyró»nimy w nim pewien wierz-
choªek, zwany korzeniem. B¦dziemy go oznacza¢ przez a. Wówczas piszemy
|x| = dist(a, x). Mówimy, »e drzewo jest sferycznie symetryczne, je±li
deg(x) zale»y jedynie od |x|.

Niech T b¦dzie lokalnie sko«czonym ukorzenionym drzewem o niesko«cze-
nie wielu wierzchoªkach. Niesko«czona prosta ±cie»ka zaczynaj¡ca si¦ w ko-
rzeniu T nazywana jest gaª¦zi¡. Zbiór wierzchoªków Tn = {x ∈ T : |x| = n}
nazywamy n-tym poziomem T . Ponadto de�niujemy dolne (wykªadni-
cze) tempo wzrostu drzewa:

gr T := lim inf
n

n
√
|Tn|.

Zaªó»my, »e T jest sferycznie symetryczne i rozwa»my prosty spacer lo-
sowy na T . Je±li ustalimy korze« jako ¹ródªo napi¦cia, to zauwa»my, »e na-
pi¦cie na wszystkich wierzchoªkach z Tn jest takie samo. B¦dziemy teraz
post¦powa¢ podobnie jak w komentarzu do nierówno±ci Nasha-Williamsa.
Dla ka»dego n mo»emy uto»sami¢ Tn do pojedynczego wierzchoªka. Nast¦p-
nie korzystamy z reguªy poª¡czenia równolegªego, a potem szeregowego, aby
otrzyma¢:

Reff (T ) =
∞∑
n=1

1

|Tn|
.

Kryterium pierwiastkowe Cauchy'ego daje nam:

Fakt: Je±li drzewo T jest sferycznie symetryczne i gr T > 1, to prosty spa-
cer losowy na T jest chwilowy.

Na przykªad chwilowy jest prosty spacer losowy na peªnym drzewie bi-
narnym. Jest to drzewo, którego wszystkie wierzchoªki maj¡ stopie« równy
3 (poza korzeniem; deg(a) = 2).

Warunek gr T > 1 nie jest warunkiem koniecznym. Rozwa»my sferycznie
symetryczne drzewo, dla którego deg(x) = 4, je±li |x| = 2k − 1, k = 0, 1, . . .
oraz deg(x) = 2 dla pozostaªych wierzchoªków. Innymi sªowy - ka»da gaª¡¹
tego drzewa rozgaª¦zia si¦ na trzy, gdy odlegªo±¢ od korzenia si¦ podwaja.
Drzewo to jest czasem nazywane NTlog2 6. Jego dolne wykªadnicze tempo
wzrostu wynosi oczywi±cie 1 (w pewnym sensie tempo wzrostu tego drzewa
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jest tempem wielomianowym stopnia log2 6), ale:

Reff =
1

3
+

1

9
+

1

9
+

1

27
+

1

27
+

1

27
+

1

27
+ . . . =

1

3

∞∑
n=0

(
2

3

)n
<∞,

czyli prosty spacer losowy na NTlog2 6 jest chwilowy. Drzewo to jest o tyle
istotne, »e da si¦ je wpisa¢ w krat¦ Z

3, co pokazuje przypadek d = 3 w
twierdzeniu Pólyi.

Zaªo»enia sferycznej symetryczno±ci te» nie mo»na pomin¡¢, co obrazuje
przykªad drzewa T1−3 (Rys. 1). Powstaje ono w nast¦puj¡cy sposób: na ka»-
dym poziomie drzewa pierwsza poªowa gaª¦zi (ta od lewej strony, patrz¡c na
Rys. 1) si¦ nie rozgaª¦zia, natomiast druga poªowa rozgaª¦zia si¦ na trzy. W
pewnym sensie przypomina ono drzewo binarne - jego dolne tempo wzrostu
tak»e wynosi 2.

Rysunek 1: Drzewo T1−3

Z drugiej strony jednak, prosty spacer losowy na tym drzewie jest powra-
caj¡cy! Istotnie: ustalmy dowolny przepªyw jednostkowy θ na T1−3. Oznaczmy
skrajnie praw¡ gaª¡¹ T1−3 przez g. Jest to jedyna gaª¡¹ tego drzewa, która
si¦ stale rozgaª¦zia. To znaczy, »e dla dowolnego wierzchoªka x spoza g mamy
jedynie sko«czenie wiele gaª¦zi, przechodz¡cych przez x. Dlatego, je±li prze-
pªyw przez x jest niezerowy, to przynajmniej na jednej z tych (sko«czenie
wielu) gaª¦zi mamy staªy i niezerowy przepªyw, a wtedy E(θ) = ∞. Jednak
je±li poza g przepªyw θ jest zerowy, to oznacza, »e wszystko pªynie przez g,
czyli równie» E(θ) =∞.

Interesuj¡cym mo»e wyda¢ si¦ te» fakt, »e kryterium Nasha-Williamsa w
tym przypadku zawodzi. Gdyby chcie¢ wybra¢ ci¡g caªkowicie rozª¡cznych
zbiorów oddzielaj¡cych a od ∞, to liczba gaª¦zi do zablokowania ka»dym
kolejnym zbiorem ro±nie wykªadniczo, a wi¦c dla dowolnego wyboru takich
zbiorów szereg z tezy kryterium jest zbie»ny.
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3.3 Pªaszczyzna hiperboliczna

Geometria hiperboliczna to geometria otrzymana z geometrii euklidesowej
przez zast¡pienie postulatu równolegªo±ci przez nast¦puj¡cy aksjomat: Dla
dowolnej prostej l i punktu P niele»¡cego na l istniej¡ co najmniej dwie
(zatem niesko«czenie wiele) proste przez P nieprzecinaj¡ce l (inaczej mówi¡c:
równolegªe do l).

Nas b¦d¡ interesowa¢ spacery losowe na grafach narysowanych (w sen-
sowny sposób) na pªaszczy¹nie hiperbolicznej. Niestety nie da si¦ jej izome-
trycznie wªo»y¢ w trójwymiarow¡ przestrze« euklidesow¡, dlatego potrzebny
nam b¦dzie odpowiedni model.

Przez pªaszczyzn¦ hiperboliczn¡ b¦dziemy rozumie¢ przestrze« metryczn¡
(U, ρ), gdzie:

U = {z ∈ C : |z| < 1}, ρ(z1, z2) = 2 tanh−1
∣∣∣ z1 − z2

1− z1z2

∣∣∣.
Jest to model dysku Poincaré, zwany tak»e wiernok¡tnymmodelem dysku,

poniewa» przedstawia pªaszczyzn¦ hiperboliczn¡ jako wn¦trze dysku jednost-
kowego, zachowuj¡c przy tym k¡ty pomi¦dzy liniami, za to zmieniaj¡c odle-
gªo±ci mi¦dzy punktami.

Rysunek 2: Proste i okr¡g w modelu dysku Poincaré

Proste w modelu Poincaré s¡ przedstawiane jako ªuki prostopadªe do gra-
nicy dysku, natomiast okr¦gi jako zwykªe euklidesowe okr¦gi wewn¡trz dysku
(Rys. 2). Nale»y jednak pami¦ta¢, »e hiperboliczny ±rodek takiego okr¦gu
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znajduje si¦ bli»ej centrum dysku ni» jego euklidesowy ±rodek. Na Rys. 2 wi-
da¢ równie», jak wygl¡daj¡ proste równolegªe (do niebieskiej prostej) w tym
modelu.

Fakt: Je±li G jest grafem quasi izometrycznym z pªaszczyzn¡ hiperboliczn¡,
a funkcja c jest ograniczona z doªu przez dodatni¡ staª¡, to spacer losowy na
(G, c) jest chwilowy.

Dowód: Wystarczy pokaza¢, »e istnieje graf quasi izometryczny z pªasz-
czyzn¡ hiperboliczn¡, na którym prosty spacer losowy jest chwilowy. Poka-
»emy, »e takim grafem jest parkieta» trójk¡tami rz¦du 8 ukazany na Rys. 3,
który b¦dziemy oznacza¢ symbolem {3, 8}. Jest to graf zªo»ony z przystaj¡-
cych, równobocznych trójk¡tów hiperbolicznych; w ka»dym jego wierzchoªku
spotyka si¦ osiem takich trójk¡tów. Oznacza to, »e graf {3, 8} wygl¡da iden-
tycznie z punktu widzenia dowolnego wierzchoªka, tzn. dla dowolnych dwóch
wierzchoªków x, y istnieje izometryczny automor�zm pªaszczyzny hiperbo-
licznej, przeprowadzaj¡cy x na y. K¡t wewn¦trzny pojedynczego trójk¡ta
wynosi 360◦

8
= 45◦.

Rysunek 3: Parkieta» trójk¡tami rz¦du 8 pªaszczyzny hiperbolicznej.
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Zaczniemy od tego, »e prosty spacer na gra�e {3, 8} jest chwilowy. W tym
celu poka»emy, »e zawiera on drzewo binarne. We¹my dowolny wierzchoªek
{3, 8} jako korze« i dowoln¡ wychodz¡c¡ z niego kraw¦d¹. Kolejne kraw¦dzie
naszego podgrafu to te, które znajduj¡ si¦ najbli»ej linii przedªu»aj¡cej kra-
w¦d¹ poprzedni¡ (ale nie le»¡ na niej). Otrzymujemy podgraf jak na Rys. 3
(kolor czerwony). Aby stwierdzi¢, »e jest to drzewo binarne nale»y pokaza¢,
»e id¡c od korzenia podgraf ten si¦ jedynie rozgaª¦zia, a nie ª¡czy tzn., »e
je±li si¦ w jakim± punkcie rozgaª¦zia, to te dwa rozgaª¦zienia si¦ ju» nie spo-
tkaj¡. Poka»emy, dlaczego tak jest na przykªadzie rozgaª¦zienia w punkcie
D. Zauwa»my, »e wszystkie linie podobne do tych zaznaczonych na Rys. 3
na »óªto s¡ równolegªe do siebie nawzajem. Rozwa»my dowoln¡ kraw¦d¹ z
lewego rozgaª¦zienia (tzn. tego w kierunku punktu A). Znajduje si¦ ona po
lewej (innej ni» punkt D) stronie od pewnej linii równolegªej do »óªtej linii
przez A, a zatem caªe lewe rozgaª¦zienie pozostaje po lewej stronie od »óªtej
linii przez A. Analogicznie prawe rozgaª¦zienie pozostaje po prawej od »óªtej
linii przez C.

Poka»emy teraz, »e graf {3, 8} jest quasi izometryczny z pªaszczyzn¡ hi-
perboliczn¡. Wszystkie kraw¦dzie grafu maj¡ jednakow¡ dªugo±¢ wynosz¡c¡
ρ(A,B) = |AB|, zatem mamy ρ(x, y) ≤ |AB| dist(x, y) dla dowolnych wierz-
choªków x, y. Oczywi±cie ka»dy punkt z pªaszczyzny hiperbolicznej znajduje
si¦ w jakim± trójk¡cie, a wi¦c jego odlegªo±¢ od wierzchoªków {3, 8} mo-
»emy oszacowa¢ przez |AB|. Ustalmy dwa ró»ne wierzchoªki x, y. BZO mo-
»emy zaªo»y¢, »e x le»y w punkcie A, a linia ª¡cz¡ca x i y przechodzi po-
mi¦dzy punktem B a ±rodkiem odcinka BD. Oznaczmy punkt, w którym
le»y wierzchoªek y przez Y . Zauwa»my, »e |BY | < |AY |, bo w 4ABY
mamy ]ABY ≥ 90◦, a suma k¡tów w trójk¡cie hiperbolicznym jest za-
wsze mniejsza ni» 180◦. Ponadto ró»nica tych dªugo±ci jest najmniejsza, gdy
]ABY jest najmniejszy w stosunku do ]BAY , czyli gdy Y = C, a zatem
|AY | − |BY | ≥ |AC| − |BC| =: r. St¡d dist(x, y) ≤ 1

r
ρ(x, y) + 1. �
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Zako«czenie

Mam nadziej¦, »e dzi¦ki tej lekturze spacery losowe na grafach niesko«-
czonych staªy si¦ bardziej zrozumiaªe i »e udaªo si¦ nimi zainteresowa¢ czy-
telnika.

Je±li jednak komu± praca wydaªa si¦ zbyt techniczna lub zbyt po±pieszna,
polecam niezwykle przyst¦pnie napisan¡ ksi¡»k¦ Doyle'a i Snella [1], która
peªna jest ilustracji i prostych przykªadów.

Oczywi±cie ta praca licencjacka jest tylko wprowadzeniem do tematu, na
który mo»na spogl¡da¢ znacznie szerzej oraz na wiele innych sposobów. Przy-
kªadowo przyj¦li±my, »e grafy maj¡ by¢ lokalnie sko«czone. Mo»na zrezygno-
wa¢ z tego zaªo»enia (porównaj: podrozdziaª 1.2), lecz powstaj¡ wtedy pewne
problemy techniczne przy de�niowaniu podstawowych poj¦¢, co odbiªoby si¦
na przejrzysto±ci pracy.

Cz¦sto ograniczali±my równie» funkcj¦ wag kraw¦dzi. Pozwalaªo nam to
skupi¢ si¦ na samej strukturze grafu. Typ spaceru zale»aª wtedy gªównie
od "obszerno±ci" przestrzeni / grafu, na którym si¦ odbywaª, tzn. od tego
jak szybko ro±nie obj¦to±¢ / liczba wierzchoªków w przeci¦tnej kuli wraz ze
wzrostem jej promienia. Jest to jednak wi¦ksze ograniczenie ni» mo»e si¦ z
pocz¡tku wydawa¢. Rozwa»my spacer na Z, który robi krok albo w prawo z
prawdopodobie«stwem p > 1

2
, albo krok w lewo. Jego prawdopodobie«stwa

przej±cia s¡ staªe, ale odpowiednia funkcja wag nie jest ograniczona. Za-
uwa»my, »e ten spacer jest chwilowy w przeciwie«stwie do prostego spaceru
na Z. Wi¦ksza swoboda w doborze prawdopodobie«stw przej±cia pozwala
nam w pewnym sensie sztucznie kierowa¢ spacerem.

Temu, kto chciaªby kontynuowa¢ poznawanie spacerów losowych w tonie
tej pracy, np. dowiedzie¢ si¦, co dzieje si¦ ze spacerami na drzewach, dla
których prawdopodobie«stwa przej±cia dla danego wierzchoªka w kierunku
korzenia s¡ wi¦ksze ni» w kierunku przeciwnym, polecam ksi¡»k¦ Lyonsa i
Peresa [4] - podrozdziaª 3.2.
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