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Streszczenie
W tej rozprawie badamy uogólnienie problemu stabilnego skojarzenia do
przypadku, w którym listy preferencji mogπ zawieraÊ remisy. Prowadzi ono
do trzech róønych definicji stabilnoúci znanych jako s≥aba stabilnoúÊ, silna
stabilnoúÊ oraz super stabilnoúÊ. Kaøde z tych trzech pojÍÊ by≥o wczeúniej
wielokrotnie badane w literaturze. W przypadku s≥abej stabilnoúci klasy-
czne problemy zwiπzane ze stabilnymi skojarzeniami zazwyczaj okazujπ siÍ
byÊ NP-trudne, a wiÍkszoúÊ prac naukowych na temat tego pojÍcia dotyczy
algorytmów aproksymacyjnych. Z kolei wiÍkszoúÊ problemów zwiπzanych z
super stabilnoúciπ moøna rozwiπzaÊ w wydajny sposób przy pomocy redukcji
do wariantu bez remisów. Co ciekawe, zrozumienie silnej stabilnoúci jest
znacznie gorsze niø pozosta≥ych dwóch pojÍÊ i wiele problemów zwiπzanych
z tym pojÍciem pozosta≥o otwartych.

W poniøszej rozprawie opisujemy wydajne algorytmy dla kilku funda-
mentalnych problemów zwiπzanych z silnie stabilnymi skojarzeniami. W jej
sk≥ad wchodzπ trzy prace, których zawartoúÊ krótko opisujemy poniøej.

1. W pracy [4], której wspó≥autorami sπ Pratik Ghosal i Katarzyna Paluch
rozwaøamy problem charakteryzacji zbioru rozwiπzaÒ silnie stabilnych
skojarzeÒ w grafach dwudzielnych. Pytanie dotyczπce istnienia takiej
charakteryzacji zosta≥o postawione w 1989 roku w ksiπøce Gusfielda i
Irvinga [1] i by≥o piπtym problemem na ich liúcie dwunastu problemów
otwartych. Naszym g≥ównym wynikiem sπ dwa algorytmy konstruujπce
dwie takie reprezentacje. Dzia≥ajπ one odpowiednio w z≥oøonoúciach
O(nm

2) oraz O(nm), gdzie n to liczba wierzcho≥ków, a m to liczba
krawÍdzi w grafie.
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2. W pracy [2] prezentujemy algorytm o z≥oøonoúci O(nm) rozwiπzujπcy
problem silnie stabilnego skojarzenia w grafach ogólnych. Rezultat
ten poprawia algorytm Scott’a [5], który dzia≥a w z≥oøonoúci O(m2).
Dowodzimy takøe, øe w czasie O(nm) moøna skonstruowaÊ reprezen-
tacjÍ zbioru wszystkich silnie stabilnych skojarzeÒ w grafach ogólnych.

3. G≥ównym wynikiem pracy [3] jest algorytm znajdujπcy silnie stabilne
skojarzenie o najwiÍkszej wadze w grafach dwudzielnych. Algorytm dzi-
a≥a w z≥oøonoúci O(nm log Wn), gdzie W to maksymalna waga krawÍdzi
w grafie. Przed pojawieniem siÍ pracy [3] nie by≥o wiadomo czy moøliwe
jest rozwiπzanie tego problemu w czasie wielomianowym.

Wszystkie zaprezentowane wyniki zosta≥y opublikowane na miÍdzynaro-
dowych konferencjach algorytmicznych. Charakteryzacja zbioru rozwiπzaÒ
silnie stabilnych skojarzeÒ zosta≥a przedstawiona na konferencji SODA 2016
[4]. Algorytm obliczajπcy silnie stabilne skojarzenia w grafach ogólnych
zosta≥ zaprezentowany na konferencji ESA 2016 [2]. Ostatni wynik, czyli al-
gorytm obliczajπcy najciÍøsze silnie stabilne skojarzenie, zosta≥ opublikowany
na konferencji ISAAC 2018 [3].
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Abstract
We study a variant of the Stable Matching problem where preference lists
may contain ties. This generalisation gives rise to three di�erent definitions
of stability, namely weak stability, strong stability and super stability. A lot
of research has been done over the years on each of these three notions.

In the case of weak stability most of the classical problems related to
stable matchings become NP-hard and therefore are typically studied in the
approximation algorithm framework. On the other hand, most of the prob-
lems related to super stability can be e�ciently solved using reductions to
the case of no ties. In contrast, strong stability is not understood as well as
the other two notions and a lot of problems remained open in this setting.

We develop e�cient algorithms for a number of fundamental problems
related to strongly stable matchings. The thesis is composed of three papers
which we briefly overview below.

1. In [4], jointly with Pratik Ghosal and Katarzyna Paluch, we study the
problem of characterising the set of strongly stable matching solutions
in bipartite graphs. This problem whether such a characterisation ex-
ists was stated in 1989 by Gusfield and Irving in their monograph [1]
as the fifth problem on their list of twelve open problems in the area.
In the paper we give two algorithms for constructing two such repre-
sentations. Our algorithms work in respectively O(nm

2) and O(nm)
time, where n is equal to the number of vertices and m is equal to the
number of edges of the underlying graph.

2. In [2] we give an O(nm) time algorithm for finding a strongly stable
matching in general graphs. The result improves upon the previously
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best known O(m2) algorithm by Scott [5]. We also prove that it is pos-
sible to construct a representation of the set of strongly stable matching
solutions in general graphs. The construction also takes O(nm) time.

3. The main result of the paper [3] is an algorithm for computing a maxi-
mum weight strongly stable matching in bipartite graphs. The runtime
of this algorithm is O(nm log Wn), where W is equal to the maximal
weight of an edge in the graph. Prior to the publication of [3] it was
unknown whether the problem was solvable in polynomial time.

The aforementioned results have appeared in preceedings of international
algorithmic conferences. The paper on the characterisation of the set of
strongly stable matchings was presented at SODA 2016 [4]. The algorithm
for the computation of a strongly stable matching in general graphs was
published in the preceedings of ESA 2016 [2]. Lastly, the algorithm for finding
a maximum weight strongly stable matching was presented at ISAAC 2018
[3].
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