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Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Matematyka IT, Metody programowania,
Matematyka dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne) nalezy wybraé
i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawéw.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku ISIM

Z szesciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Metody programowania, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i zlozonosé
obliczeniowa) nalezy wybraé i przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawdw.

Informacja dla wszystkich zdajacych

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest érednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zestawéw. Na
rozwigzanie przeznacza sie czas 3x40430=150 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w
czasie egzaminu nie ma mozliwoéci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.






Matematyka I — Logika dla informatykéow

Rozwazmy niepusty zbiér uporzadkowany (X, <). Udowodnij, ze istnieje taka rodzina zbioréw
X CP(X), ze porzadki (X, <) oraz (X, C) sa izomorficzne.

Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (4 punkty)
Wykazaé, ze wektory eq, e; + ea, e + e3 + e sa niezalezne w przestrzeni R3.

Zadanie 2. (4 punkty)
Jaka jest warto$é wyrazenia 7/10 w grupie (multiplikatywnej) Zi77

Zadanie 3. (5 punktéw)
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Zmalez¢ wartoéci wlasne tej macierzy.
Progi punktowe: 4, 6, 8, 10, 12 punktdw.

Metody Programowania

Ponizsze zadania nalezy rozwigzaé uzywajac jezyka Racket lub Plait.

Zadanie 1 Zaproponuj reprezentacje wyrazen logicznych ze zmiennymi o nastepujacej gra-
matyce:
ex=blalerVey|e ANey|—e

gdzie b reprezentuje stale boolowske (T oraz L), natomiast a reprezentuje zmienne. Jezeli
Twoim metajezykiem jest Racket, to napisz predykat sprawdzajacy czy jego argument jest
poprawnym wyrazeniem logicznym.

Zadanie 2 Napisz procedure eval, ktéra dla danego wartosciowania zmiennych (od Ciebie
zalezy reprezentacja wartosciowania), zwraca warto$¢ wyrazen logicznych z zadania 1.

Zadanie 3 Jezyk wyrazen logicznych z zadania 1 rozszerzamy o kwantyfikatory:
en=---|Va.e|3a.e

Formuly napisane w tym jezyku to kwantyfikowane formuty logiczne (QBF). Formula postaci
Ya.e jest prawda wtedy i tylko wtedy, gdy formuta e po podstawieniu za « kazdej ze statych
boolowskich (T oraz 1) jest prawda. Semantyke kwantyfikatora egzystencjonalnego definiuje
sie analogicznie.

Rozbuduj implementacje procedury eval z zadania 2, aby obliczata warto$é¢ formut QBF.



Matematyka dyskretna

Niech C = NWW(1,2,3,...,n) i niech P bedzie zbiorem liczb pierwszych. Pokaz wzor

logC = Z [log, n] log p.
peP

Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadan mozna otrzymac tacznie 12 punktéw. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prég dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 8.5 pkt., a dla bdb —
10 pkt.

1. |4 punkty | Zaproponuj efektywny algorytm obliczania z duza doktadnoscia wartosci
a%™ (a > 0) wykorzystujac jedynie operacje arytmetyczne (+,—,-, /). Jeéli zdecydu-
jesz sie na metode iteracyjna, pamietaj o odpowiednim warunku STOPu.

2. Podaj posta¢ Newtona wielomianu interpolacyjnego dla nastepujacych danych:
2) ap || -2 -1 1] 2 ap || =2 -1]0] 1] 2
ye | 210 |—4]-30" ye | 210 [2]—4]-30

b)

Uwaga. Rozwiazujac podpunkt b), odpowiednio wykorzystaj wynik otrzymany
w podpunkcie a) — tylko wtedy mozesz dosta¢ komplet puntkéw.

3. Zalézmy, ze istnieje rozklad LU macierzy tréjprzekatniowej T := [t;;] €
R™ " Wyprowadz wzory na elementy macierzy tréjkatnej dolnej L := [l;;] € R"*"
oraz macierzy trojkatnej gornej U := [u;;] € R™*", dla ktérych zachodzi T = L -
U. Nastepnie, wykorzystujac rozkltad LU macierzy T, zaproponuj i uzasadnij
algorytm rozwigzywania uktadu rownan 7'-x = b, gdzie b € R". Podaj jego zlozonos¢
obliczeniows i pamigciowa. W ktérej z omoéwionych na wyktadzie z analizy numerycznej
metod pojawiaja sie uktady roéwnan tréjprzekatniowych?



Algorytmy i struktury danych

Za rozwiazanie obydwu zadan z tej czedci mozna otrzymaé w sumie do 9 punktéw. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dostate-
czna, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobrg, 6 — dobra z plusem, 7 albo wiecej punktéw
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: prefiksosufiks (4 punkty)

Dane jest n—elementowe stowo P = (pg,p1,...,pn—1) zbudowane nad ustalonym alfa-
betem Y. Nalezy wyznaczy¢ dla tego stowa diugosé jego najdiuzszego prefiksosufiksu, czyli
takiego prefiksu wlasciwego (niebedacego calym slowem), ktory jest jednoczes$nie sufiksem
tego stowa. Dla stowa P nalezy wiec wyznaczy¢ maksymalna wartosé j taka, ze (po . ..pj—1) =
(pn—j .- 'pn—l)-

Opracuj dynamiczny algorytm, ktéry efektywnie rozwiaze to zadanie. Postaraj si¢ wyko-
rzysta¢ w algorytmie wyniki obliczone dla podprobleméw, czyli maksymalne prefiksosufiksy
dla wszystkich prefikséw tego stowa, (rozwiazania dla podprobleméw Py, Po, ..., P,_1, gdzie
Py, oznacza k-literowy prefiks P, = (pg...pr—1) dlak=1...n—1).

Precyzyjnie opisz idee rozwiazania a potem zapisz ja w pseudokodzie. Uzasadnij poprawnosé
opisanej metody i oszacuj jej ztozonos¢ obliczeniowa.

Uwaga: algorytm KMP korzysta ze stablicowanych rozwiazan tego zadania dla wszystkich
prefikséw dla zadanego wzorca P.

Zadanie 2: zastosowanie zbioréw rozlacznych do wyznaczania najblizszego wol-
nego sektora na dysku twardym (5 punktéw)
Opisz budowe drzewiastej struktury danych dla zbiorow roztgcznych:

e Jakie zadania realizuja operacje union i find w tej strukturze? Na czym polega taczenie
wedlug rozmiaru/rangi? Na czym polega kompresja Sciezki podczas wyszukiwania?

e Napisz w pseudokodzie implementacje operacji union z uwzgledneniem rozmiaru/rangi
oraz find (moze by¢ wersja rekurencyjna) z kompresja Sciezki.

e Jaka jest pesymistyczna ztozonosé czasowa kazdej z tych operacji? Jaka jest ztozonosé
czasowa wykonania ciagu m operacji union i find na zbiorach roztacznych z taczeniem
wedlug rozmiaréw/rang i kompresja Sciezek na n-elementowym uniwersum?

Nastepnie napisz jak zastosowaé strukture dla zbioréw roztacznych do rozwiazania nastepu-
jacego problemu. Okreélony dysk twardy jest podzielony na n sektoréw ponumerowanych od
0 do n — 1. Poczatkowo wszystkie sektory sa wolne. Zajecie wolnego sektora jest realizowane
za pomoca operacji take(s), gdzie argument s € {0,1,...,n — 1} to numer zajmowanego
sektora. Jesli sektor s jest juz zajety, to nalezy tylko zglosi¢ blad; jesli sektor s jest wolny,
to nalezy go oznaczy¢ jako zajety i wyznaczy¢é numer nastepnego wolnego sektora; gdy za
zajetym sektorem nie ma juz zadnego wolnego, to operacja take(s) powinna zwréwi¢ wartosé
n.

Opisz idee rozwiagzania tego problemu. Zapisz w pseudokodzie operacje take i przeanalizuj
jej ztozonoéé czasows. Jaka bedzie ztozonosé czasowa wykonania ciggu n operacji take, ktéra
spowoduje zajecie wszystkich sektoréw na dysku twardym? Oczywiscie zajecie wszystkich
sektoréw na dysku nie musi by¢ realizowane po kolei, raczej bedzie realizowane w kolejnosci
okreslonej za pomoca jakies n-elementowej permutacji zbioru {0, 1,...,n — 1}. Na przyklad



dla n = 6 zajmujemy sektory w nastepujacej kolejnosci: 1, 5, 2, 4, 0, 3; dla takich danych
operacja take zwroci odpowiednio wartosci: 2, 6, 3, 6, 3, 6.



Jezyki formalne i ztozono$¢ obliczeniowa

Przypomnijmy, ze deterministyczny automat ze stosem (DPDA) to krotka (2,1, @, qo, 0, F),
gdzie

e () to skonczony zbiér standw, qg € @) to stan poczatkowy, a F' to zbior standéw akceptu-
jacych,

e > to alfabet wejsciowy a I' to zbiér symboli stosowych,
e 0: QxXx (TU{L}) = @ xI'* to funkcja przejscia.

DPDA akceptuje stowo w wtedy i tylko wtedy, gdy stan osiagniety po przeczytaniu w jest
akceptujacy (a zawarto$é¢ stosu moze byé¢ dowolna). Rozmiar DPDA to liczba elementéw @
plus suma dtugosci stéw zwracanych przez 6, t.j., |Q| + Z(q’,w)zé(q,a,b) |w.

Podaj przyktad ciagu jezykow regularnych L, takich, ze L, sa rozpoznawane przez DPDA
wielomianowego rozmiaru wzgledem n, ale DFA rozpoznajace L, maja rozmiar wykladniczy
wzgledem n. Uzasadnij, ze Twdj przyktad jest poprawny.



