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Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Matematyka IT, Metody programowania,
Matematyka dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne) nalezy wybraé
i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawéw.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku ISIM

Z szeSciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Metody programowania, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i zlozonosé
obliczeniowa) nalezy wybraé i przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawdw.

Informacja dla wszystkich zdajacych

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest Srednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zestawow. Na
rozwigzanie przeznacza sie czas 3x404+-30=150 minut. Po wyjéciu z sali egzaminacyjnej w
czasie egzaminu nie ma mozliwoéci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.






Matematyka I — Logika dla informatykéow

Kontekst zadania: Chcemy pokazacé, ze rownowaznosé¢ dualna do prawa algebry Boole’a
jest prawem algebry Boole’a. W dowodzie przydadza si¢ pewne lematy.

Oznaczenia: Niech F oznacza zbior formul rachunku zdan zbudowanych ze zmiennych zda-
niowych z ustalonego zbioru V' oraz spojnikéw ze zbioru {A,V,—, T, L}. Przez prawo algebry
Boole’a rozumiemy dowolng tautologie postaci ¢1 < @2, gdzie ¢1, p2 € F. Rozwazmy odwzo-
rowania d,n: F — F zdefiniowane indukcyjnie w nastepujacy sposéb.

dlp) = p, n(p) = -p, dla wszystkich zmiennych p € V
(L) = T, n(l) = 1,
d(T) = 1, n(T) = T,
d(=¢) = —d(¢), n(=¢) = -n(e),
dlony) = d(¢)Vdy), n(eNp) = n(g) An(ip),
dloVvy) = d(@) Nd), n(@Vviy) = n(g)Vn().

F, wpp.

Przyktad: Formula
(PVT)A=q & ~(gV 1)

jest prawem algebry Boole’a. Dualnym do niego prawem jest

(pANL)V—g < (gAT).

Wtlasciwe zadanie:

(a) Sformuluj zasade indukcji, z ktorej skorzystasz w dalszych cze$ciach zadania.

(b) Udowodnij, ze dla dowolnego wartosciowania o i dowolnej formuty ¢ zachodzi

o | d(¢) wtedy i tylko wtedy, gdy & | —¢.

(c) ta cze$é zadania zostala anulowana

(d) Udowodnij, ze dla dowolnych formul ¢, € F, jedli formuta ¢ < 1 jest prawem algebry
Boole’a, to d(¢) < d(1)) jest prawem algebry Boole’a.



Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (4 punkty)
W przestrzeni [Iy wielomianéw stopnia < 2 definiujemy iloczyn skalarny

2
< fg>= /0 f(2) () da

Prosze wykonaé ortogonalizacje bazy potegowej tej przestrzeni.

Zadanie 2. (5 punktow)
Znalezé catkowite liczby a, b takie ze 23a + 17b = 1. (Odgadnigcie to 1p.)

Zadanie 3. (6 punktow)
Uzy¢ chinskiego twierdzenia o resztach w celu wyznaczenia catkowitego = takiego, ze x =5 2,
T =7 6, T =13 3.

Progi punktowe: 5, 7, 9, 11, 13 punktow.

Metody Programowania

Ponizsze zadania nalezy rozwiagzaé¢ uzywajac jezyka Plait lub OCaml.
W ponizszych zadaniach rozwazamy funkcyjny jezyk programowania egz, ktorego sktadnia
abstrakcyjna zawiera:

e zmienne,

e funkcje jednoargumentowe,

e aplikacje funkcji,

e konstruktor pary i selektory elementéw pary.

Semantyka jest typowa, tzn. analogiczna do semantyki jezykéw Plait i OCaml.

Zadanie 1 Zdefiniuj typ danych reprezentujacy sktadnie abstrakcyjna jezyka egz. Zmienne
reprezentuj przy uzyciu symboli (dla jezyka Plait) lub ciagéw znakéw (dla jezyka Ocaml).

Zadanie 2 Zdefiniuj dwa alternatywne typy danych reprezentujace wartosci w jezyku egz
z réznymi reprezentacjami funkcji, odpowiednimi dla, odpowiednio, podstawieniowego i éro-
dowiskowego modelu obliczen.

Zadanie 3 Zaimplementuj ewaluator dla jezyka egz wykorzystujacy podstawieniowy model
obliczen.

Zadanie 4 Zaimplementuj ewaluator dla jezyka egz wykorzystujacy srodowiskowy model
obliczen.



Matematyka dyskretna

Napisz funkcje tworzaca ciggu liczb harmonicznych H,, = " | 1/n.

Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej cze$ci mozna otrzymaé¢ w sumie do 9 punktéow. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostateczna z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wigcej punktow
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: najdtuzszy wspélny podciag bez identycznych liter sgsiadujacych ze
soba (5 punktéw)

Dane sa dwa n-elementowe ciagi znakéw X = (x1,x9,...2,) 1Y = (y1,¥2,---Yn), zbu-
dowane nad k-literowym alfabetem ¥ = {a1,a2,...ax}, gdzie z;,y;,€ X dlai =1...n, oraz
n>2ik>2.

Nalezy wyznaczyé¢ dtugosé najdtuzszego wspélnego podciagu dla zadanych ciagéow X i Y
zbudowanych nad alfabetem 3., ale w podciagu tym nie mogg sasiadowaé ze soba dwie takie
same litery.

e Najpierw przypomnij klasyczny dynamiczny algorytm rozwiazujacy problem LCS.

e Nastepnie precyzyjnie opisz adaptacje tego algorytmu na potrzeby opisanego problemu
(w podciagu nie moga sasiadowaé ze soba dwie takie same litery) i uzasadnij popraw-
nos¢ opisanej metody. Zapisz opisany algorytm w pseudokodzie i oszacuj jego ztozonosé
obliczeniowa (czasowa i pamieciowa). Jak odtworzy¢ najdtuzszy wspdlny podciag o wy-
znaczonej dlugosci?

e Jak zmieni si¢ rozwiazanie tego zadania, gdy alfabet bedzie tylko 2-literowy.

Zadanie 2: slownik z operacja less—than (4 punkty)

Rozwazmy stownik S, ktorego elementy pochodza ze zbioru z porzadkiem liniowym. Do
standardowych operacji stownikowych insert(z), delete(z) i search(xz) dodajemy jeszcze ope-
racje less—than(x) okreslajaca ile jest w stowniku elementéw mniejszych niz x:

S.less—than(x) = |{a € S :a < z}|

Zaprojektuj stownik w oparciu o jakas inng znana implementacje takiej struktury danych,
w ktorym kazda z operacji stownikowych oraz dodatkowo operacja less—than bedzie miala
pesymistyczna zlozonosé czasowa O(logn), gdzie n = |S|. Procedure less—than(z) zapisz
w pseudokodzie i opisz doktadnie jej dziatanie. Krotko ale precyzyjnie opisz, jak zmodyfi-
kowale$ pozostate procedury stownikowe.



Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadan mozna otrzymadé tacznie 12 punktéow. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 8.5 pkt., a dla bdb —
10 pkt.

1. |4 punkty .Opisz' zjavs{isko ytmty cyfr zna.czq,cych. J akie. ma. ono znaczeni.e w kon.tekéc’ie
wykonywania obliczenn zmiennopozycyjnych? Czy zjawiska tego mozna uniknaé?
Jesli tak, to w jaki sposéb — podaj odpowiedni przyklad. Jesli nie, to napisz
dlaczego.

2. |4 punkty | Przy pomocy komputera chcemy dla zadanego przedzialu [a,b] (a < b)

narysowaé przyblizony wykres wielomianu w stopnia n < 16. Z tym, ze nie znamy
jawnego wzoru dla tego wielomianu, a jedynie jego warto$ci w parami réznych argu-
mentach xg, z1,. .., %, lezacych poza przedzialem [a, b]. Zaproponuj sposéb rozwiaza-
nia tego zadania, ktory bedzie efektywny nie tylko numerycznie, ale i pod wzgledem
ztozono$ci obliczeniowej.

3. A%Ipunkty Dana jest ma.cierz A stopnia n 6 N , ktorej W§zystkie m.inory gléwne sa
rézne od zera. Zaproponuj sposéb obliczania jej wyznacznika. W rozwiazaniu uwzgled-

nij aspekty numeryczne, jak i te zwiazane ze zlozonosciag obliczeniowa.

Jezyki formalne i ztozono$¢ obliczeniowa

Lemat o pompowaniu mowi, ze jesli jezyk L jest regularny, to istnieje stata p € N taka, ze
dla kazdego stowa w € L spelniajacego |w| > p istnieje podzial w = zyz taki, ze: (a) |y| > 0,
(b) |xy| < p oraz (c) dla kazdego i € N zachodzi zy'z € L.

Jaka jest zlozono$¢ nastepujacego problemu:

e Dane: deterministyczny automat skoniczony A oraz k > 0

e Pytanie: czy istnieje stala z lematu o pompowaniu dla £(.A) o wartosci co najwyzej k?



