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Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Matematyka IT, Metody programowania,
Matematyka dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne) nalezy wybraé
i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawéw.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku ISIM

Z szeSciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Metody programowania, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i zlozonosé
obliczeniowa) nalezy wybraé i przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawdw.

Informacja dla wszystkich zdajacych

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest Srednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zestawow. Na
rozwigzanie przeznacza sie czas 3x404+-30=150 minut. Po wyjéciu z sali egzaminacyjnej w
czasie egzaminu nie ma mozliwoéci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.






Matematyka I — Logika dla informatykéow

Wprowadzenie. Zbiér L(X) wszystkich skonczonych list nad danym zbiorem X jest zdefi-
niowany indukcyjnie w nastepujacy sposéb:
e nil jest skonczona listg nad zbiorem X;

e jesli x jest elementem zbioru X oraz xs jest skonczona lista nad zbiorem X to x : zs
jest skoniczong listg nad zbiorem X.

Dla wszystkich zbioréw X operacja konkatenacji list + : L(X) x L(X) — L(X) jest zde-
finiowana w nastepujacy sposob. Dla wszystkich elementéw x € X oraz wszystkich list
xzs,ys € L(X) przyjmujemy

nil +Hys = ys,
(x:xzs)+Hys = x:(xs+Hys).
Dla wszystkich zbioréw X definiujemy funkcje filter : P(X) x L(X) — L(X) w nastepujacy
spos6b. Dla dowolnego zbioru S € P(X), dowolnego elementu = € X oraz dowolnej listy
xs € L(X) przyjmujemy
filter(S, nil) = mnil,
x : filter(S,zs), gdy x € S,

lter(S,z : =
fiter(S,@ : @) {ﬁlter(S,ms), wpp.

WtlasSciwe zadanie.

1. Sformuluj zasade indukeji strukturalnej dla list (w takiej postaci, zeby mozna bylo jej
uzy¢ w dowodzie w punkcie 2).

2. Korzystajac z zasady indukcji sformulowanej w punkcie 1 udowodnij indukcyjnie, ze dla
dowolnego zbioru X i dowolnych list zs,ys € L(X) zachodzi réwnosé

filter(S, zs +Hys) = filter(S, xs) +- filter(S,ys).

Uwaga: To jest zadanie z logiki. Podczas jego oceniania zwrdcimy szczegdlng uwage na
poprawnosé i klarowno$é rozumowania, w tym na prawidlowe postugiwanie sie zmiennymi
(np. ich inicjowanie) i kwantyfikatorami, oraz na prawidlowe sformulowanie i uzycie zalozenia
indukcyjnego.



Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (4 punkty)
Wykazaé, czy wektory es, ez — eg, e3 — €1 sg niezalezne w przestrzeni R3.

Zadanie 2. (4 punkty)
Jaka jest warto$é wyrazenia 3/14 w grupie (multiplikatywnej) Z17?

Zadanie 3. (5 punktow)
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Zmalez¢ warto$ci wlasne tej macierzy.
Progi punktowe: 4, 6, 8, 10, 12 punktow.

Metody Programowania

Ponizsze zadania nalezy rozwiazaé uzywajac jezyka Racket lub Plait.
Zadanie 1 Woyjasnij i zaprezentuj na przykladzie pojecie nieuzytku.

Zadanie 2 Ponizsza implementacja funkcji konkatenujacej dowolnie gteboko zagniezdzona
liste do pojedynczej listy generuje nieuzytki:
(define (concat xs)

(cond [(null? xs) null]

[(cons? (car xs)) (append (concat (car xs)) (concat (cdr xs)))]
[else (cons (car xs) (concat (cdr xs)))]1))

Napisz implementacje concat-fast, ktora nigdy nie generuje nieuzytkéw.

Zadanie 3 Udowodnij przez indukcje, ze obydwie definicje (concat i concat-fast) sa réw-
nowagzne.

Matematyka dyskretna

Dla dowolnego grafu G = (V, E) definiujemy graf krawedziowy L(G), ktérego zbiorem wierz-
chotkéw jest F i dwie krewedzie sa sasiednie gdy maja wspolny wierzchotek. Pokaz, ze kazda
klika w L(G) o rozmiarze wiekszym niz 3 sklada sie z krawedzi grafu G incydentnych do
jednego wierzchotka G.



Algorytmy i struktury danych

Za rozwigzanie obydwu zadan z tej cze$ci mozna otrzymaé¢ w sumie do 9 punktéow. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wiecej punktéw
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: iloczyn ciagu macierzy (4 punkty)

Dany jest ciag n macierzy liczbowych My, Mo, ..., M, przy czym macierz M; ma wy-
miary r;_1 X r; dla i = 1,2,...,n. Przyjmujemy, ze obliczenie iloczynu dwéch macierzy o
rozmiarach odpowiednio k£ x [ i | x m kosztuje k - I - m jednostek czasowych. Zadanie polega
wiec na optymalnym wymnozeniu macierzy M; x My X ... x M,, minimalizujac koszt obliczen
(mnozenie macierzy jest laczne, wiec mozna mnozy¢ macierze w dowolnej kolejnosci).

Korzystajac z metody programowania dynamicznego skonstruuj algorytm, ktory dla za-
danego ciagu n pasujacych do siebie wymiarami macierzy wyznaczy optymalny koszt pomno-
zenia tych macierzy. Opisz ide¢ rozwiazania a potem zapisz ja w pseudokodzie. Uzasadnij
poprawnosé¢ opisanej metody i oszacuj jej ztozono$é obliczeniowa (pamieciowa i czasowa).

Uwaga: odpowiedz tez na pytanie, jak wyznaczy¢ optymalna kolejnos¢ mnozenia macierzy
(a nie tylko wyliczy¢ optymalny koszt).

Zadanie 2: slownik z operacjami element i number (5 punktéw)
Niech S bedzie stownikiem z dodatkowymi operacjami: element i number. Chcieliby$Smy
efektywnie wykonywadé nastepujace operacje na tej strukturze danych:

1. S =new(): S+ 0 (utworzenie pustego zbioru);

2. S.insert(z) : SU{zx} (dodanie nowego elementu do zbioru);

3. S.delete(r) : S~ {x} (usuniecie elementu ze zbioru);

4. S.search(z): x €S (sprawdzenie czy element nalezy do zbioru);

5. y = S.element(i) : wyznaczenie i-tego co do wielkosci elementu w zbiorze S (w n-
elementowym zbiorze S parametr i € {0,...,n — 1}, przy czym dla i = 0 procedura ma
wskazaé element minimalny a dla i = n — 1 element maksymalny);

6. j = S.number(x) : wyznaczenie pozycji elementu z wzgledem wielkosci (pozycja 0
odnosi sie do elementu minimalnego a pozycja n — 1 do maksymalnego).

Zaprojektuj taka strukture danych dla zbioru S, ktéra umozliwi wykonywanie wymie-
nionych operacji w czasie logarytmicznym O(logn), gdzie n = |S| (liczba elementéw w S).
Mozesz wykorzysta¢ jaka$ znana strukture danych, ktora efektywnie realizuje operacje stow-
nikowe i zaadoptowaé ja na potrzeby zadania. Zapisz w pseudokodzie procedure realizujaca
operacje element(i) i number(z) i wyjasnij jak one dzialaja. Krétko ale precyzyjnie opisz,
jak nalezy zmodyfikowaé pozostale standardowe operacje stownikowe. Przeanalizuj ztozonoéé
czasowg wszystkich operacji na tej strukturze.



Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadan mozna otrzymadé tacznie 12 punktéow. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 8.5 pkt., a dla bdb —
10 pkt.

1. 14 1.)unl.<ty /Dl'a jakich wartosci x obliczanie Warto.éci wyrazenia (\/. 20 + ?OQ4 + x3)*.1
moze wiazaé si¢ z utrata cyfr znaczacych wyniku? Zaproponuj sposéb obliczenia
wyniku dokltadniejszego. Odpowiedz uzasadnij.

2. |4 punkty | Opisz metode bisekcji znajdowania przyblizonego miejsca zerowego danej
funkcji (pamietaj o potrzebnych zalozeniach). Ile krokéw wedlug tej metody nalezy
wykonaé, zeby wyznaczy¢ zero o z bledem bezwzglednym mniejszym niz zadana liczba
e > 07 Odpowiedz uzasadnij.

3. |4 punkty | Jak powszechnie wiadomo, w jezyku PWO++ procedura LegendreZeros (m)
znajduje z duzg doktadnosciag wszystkie miejsca zerowe m-tego wielomianu Legendre’a.
Uzywajac tej procedury, opracuj i uzasadnij efektywny algorytm wyznaczania ta-
kich wezléw :L'én) , :L'gn), . ,:U%n) oraz wspolczynnikéw A(()n), Agn), ey A%n), ze dla kazdego

wielomianu w stopnia mniejszego od 2n + 2 zachodzi

/5w<x> 4z = Qu(w),

-5
n

gdzie Qu(f) ==Y AWM fa).
k=0

Jezyki formalne i ztozonos$é obliczeniowa

Zalézmy, ze mamy wielomianowy algorytm A rozstrzygajacy, czy wierzchotki danego grafu
G mozna pokolorowaé trzema kolorami, aby wszystkie pary sasiadujacych wierzchotkow byty
roznych koloréow. Czy z tego wynika, ze istnieje algorytm dziatajacy w czasie wielomianowym,
ktory znajduje kolorowanie grafu trzema kolorami lub odpowiada, ze takie kolorowanie nie
istnieje? Porzadnie uzasadnij swoja odpowiedz.



