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Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku informatyka

Z szesciu ponizszych zestawéw zadan (Matematyka I, Matematyka IT, Metody programowania,
Matematyka dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne) nalezy wybraé
i przedstawi¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawéw.

Informacja dla zdajacych egzamin na kierunku ISIM

Z szesciu ponizszych zestawow zadan (Matematyka I, Metody programowania, Matematyka
dyskretna, Algorytmy i struktury danych, Metody numeryczne, Jezyki formalne i zlozonosé
obliczeniowa) nalezy wybraé i przedstawié¢ na osobnych kartkach rozwiazania trzech zestawdw.

Informacja dla wszystkich zdajacych

Za brakujace (do trzech) zestawy zostanie wystawiona ocena niedostateczna z urzedu. Egza-
min uwaza sie za zaliczony, jesli student rozwiaze z oceng dostateczng co najmniej 2 zestawy.
Wtedy ocena z egzaminu jest érednia arytmetyczng ocen z trzech wybranych zestawéw. Na
rozwigzanie przeznacza sie czas 3x40430=150 minut. Po wyjsciu z sali egzaminacyjnej w
czasie egzaminu nie ma mozliwoéci powrotu do tej sali i kontynuowania pisania egzaminu.






Matematyka I — Logika dla informatykéow

Rozwazmy dla n € N zbiér zmiennych zdaniowych V,, = {po,...,pn} i formule ¢, zdefinio-
wang indukcyjnie
$Yo = Po
Pn+1 = _‘(9011 ~ pn+1)'

(a) Sformuluj zasade indukcji, z ktorej skorzystasz w dalszej czesci zadania.

(b) Udowodnij indukcyjnie, ze formuta ¢,, jest spelniona przez dokladnie 2" wartosciowan
zbioru V,,: dokladnie tych wartoSciowan, ktore spelniaja nieparzysta liczbe zmiennych
z tego zbioru.

Matematyka II — Algebra

Zadanie 1. (4 punkty)
W przestrzeni Il wielomianéw stopnia < 2 definiujemy iloczyn skalarny

2
< f.g >:/0 z f(z) g(x) dx

Prosze wykonaé ortogonalizacje bazy potegowej tej przestrzeni.

Zadanie 2. (5 punktow)
Znalez¢ catkowite liczby a, b takie ze 13a + 80 = 1. (Odgadniecie to 1p.)

Zadanie 3. (6 punktow)
Uzy¢ chinskiego twierdzenia o resztach w celu wyznaczenia catkowitego = takiego, ze x =5 3,
r=74,xr=13".

Progi punktowe: 5, 7, 9, 11, 13 punktow.



Metody Programowania

Ponizsze zadania nalezy rozwigzaé uzywajac jezyka Plait lub OCaml.

Zadanie 1 Zdefiniuj funkcje¢ merge scalajaca dwie posortowane listy liczb do pojedynczej
posortowanej listy liczb. Wszystkie elementy nalezace do list wejéciowych (wlacznie z powto-
rzeniami) powinny znalezé sie w liscie wyjsciowej.

Zadanie 2 Zdefiniuj funkcje-predykat sprawdzajaca, czy lista bedaca jej argumentem jest
posortowana. Nastepnie udowodnij przez indukcje, ze jedli argumenty funkcji merge sa po-
sortowanymi listami, to wynik tej funkcji rowniez jest posortowany.

Zadanie 3 Przyjmijmy, ze funkcja split, przyjmujaca jako argument liste liczb i zwra-
cajaca pare list liczb, jest juz zdefiniowana. Zdefiniuj funkcje mergesort implementujaca
algorytm sortowania przez scalanie przy uzyciu funkcji split i merge.

Zadanie 4 Udowodnij przez indukcje, ze funkcja mergesort zwraca wylacznie listy posor-
towane.

Matematyka dyskretna

Niech G bedzie grafem o n = 1000 wierzchotkach, w ktérym kazdy wierzchotek ma stopien co
najmniej 500. Udowodnij, ze G ma $rednice niewigksza niz 2.



Algorytmy i struktury danych

Za rozwiazanie obydwu zadan z tej czedci mozna otrzymaé w sumie do 9 punktéw. Skala ocen:
ponizej 3 punktéw — ocena niedostateczna (egzamin niezdany), 3 punkty daja ocene dosta-
teczna, 4 — dostateczng z plusem, 5 — dobra, 6 — dobra z plusem, 7 albo wiecej punktéw
daje ocene bardzo dobra.

Zadanie 1: najdluzszy rosnacy geometrycznie podciag (4 punkty)

Dany jest n-elementowy ciag dodatnich liczb rzeczywistych S = (s1, s9,...$,) oraz usta-
lona stata k& > 1 pelniaca role ilorazu ciggu geometrycznego. Nalezy wyznaczy¢é w tym ciagu
najdluzszy podciag rosnacy co najmniej geometrycznie, w ktérym kazda para sasiednich wy-
razéw tego ciggu a;j_1 i aj spelnia warunek a;_1 < k-a; dla j > 1.

Opracuj efektywny algorytm dynamiczny, ktéry rozwigzuje to zadanie. Precyzyjnie opisz
idee rozwiazania a potem zapisz ja w pseudokodzie. Uzasadnij poprawnos¢ opisanej metody
i oszacuj jej zlozonosé obliczeniowa.

Zadanie 2: zadanie off-line dla usuwania elementu minimalnego ze zbioru dyna-
micznego (5 punktéw)

Rozwazmy ciag operacji insert(i) oraz extract-min(), wykonywanych na zbiorze S, przy
czym S C {1,2,...,n}. Obliczenia rozpoczynamy od zbioru pustego S = (. Instrukcja
S.insert(i) wstawia liczbe naturalna ¢ do zbioru S: S < S U {i}. Instrukcja S.eztract-min()
usuwa najmniejsza liczbe naturalng ze zbioru S: S < S\ min(S) o ile S jest niepusty.

Niech o bedzie ciagiem instrukcji insert (i) oraz extract-min() takim, ze instrukcja S.insert(i)
wystepuje co najwyzej jeden raz dla kazdej liczby naturalnej 1 < ¢ < n. Majac zadany ciag
instrukcji o nalezy wyznaczy¢ cigg liczb naturalnych usunietych ze zbioru S przez kolejne
instrukcje extract-min(). Zadanie jest typu off-line bo zakladamy, ze caly ciag instrukcji o
jest znany na poczatku obliczen.

Rozwiaz to zadanie uzywajac zbioréow roztacznych.

e Opisz drzewiastg implementacje struktury danych dla zbioréw roztacznych (budowa we-
zla, reprezentant zbioru itp.) oraz operacji wykonywanych na tej strukturze: union(a,
b) taczy dwa zbiory, ktorych reprezentantami sg elementy a i b; find(c) znajduje repre-
zentanta zbioru, do ktérego nalezy c.

e Na czym polega taczenie wedlug rang i wyszukiwanie z kompresja Sciezki? Zaisz w pseu-
dokodzie procedure union(a, b) z uwzglednieniem rang i procedure find(c) z kompresja
Sciezki.

e Jak zaadoptowaé zbiory roztaczne do rozwiazania opisanego zadania: przedstaw idee
algorytmu i szczegdtowo go opisz.

e Jaka bedzie zlozono$¢ czasowa opisanego algorytmu?

e Czy mozna to zadanie rozwiazaé uzywajac kolejki priorytetowej zamiast zbioréw roz-
tacznych? Odpowiedz uzasadnij.



Metody numeryczne

Za rozwiazanie zadan mozna otrzymacé tacznie 12 punktéw. Otrzymanie 4 pkt. gwarantuje
ocene dostateczna, prog dla dst+ to 5.5 pkt., dla db — 7 pkt., dla db+ 8.5 pkt., a dla bdb —
10 pkt.

1. |4 punkty | Czym jest wwarunkowanie zadania? Jakie ma ono znaczenie w kontekscie

wykonywania obliczen zmiennopozycyjnych? Uzasadnij, ze za wskaznik uwarun-
kowania zadania obliczania wartosci danej funkcji f w punkcie £ mozna przyjaé¢ wartosé

lzf'(x)/ f(@)].
2. Pomiary (tg, Cx) (0 < k < N; t, Cx > 0) pewnej zaleznej od czasu wielko-

sci fizycznej C' sugeruja, ze wyraza sie ona wzorem
1

Ct) = .
®) Vt+ Asint + 3

Stosujac aproksymacje $redniokwadratowa, wyznacz prawdopodobng wartosé sta-
tej A.

3. 4 pun'kty Opisz m.e.:tod(; Romberga przybliz'one.go calkf)wania funkcj% ci@g%ej.. W roz-
wigzaniu uwzglednij aspekty numeryczne, jak i te zwigzane ze ztozonoscig obli-

czeniowy.

Jezyki formalne i ztozonosé¢ obliczeniowa

Dla danego ciagu par liczb naturalnych P = (a1,b1),..., (ax, bg) takiego, ze (ax,bx) = (1,1)
definiujemy funkcje fp: N — N w nastepujacy sposéb: dla n € N, definiujemy f(n) = a% - by,
gdzie i to najmniejsza liczba spelniajaca a; | n. Zauwazmy, ze i = k spelnia warunek z
zadania, wiec funkcja jest dobrze okreslona dla kazdego n € N.

Jaka jest zlozono$¢ problemu stabilizacji:

e Dane: ciag par liczb naturalnych P = (ay,b1), ..., (ag_1,bp_1),(1,1)

e Pytanie: czy ciag iteracji fp sic stabilizuje, t.j., czy istnieje i € N takie, ze (fp)i(n) =
(fp)*1(n)?

Symbol (fp)? oznacza i-krotne zlozenie funkcji fp.



