Algebra - Lista 1

p(z)
q(z)’
Zdefiniujmy relacje ~ na takich funkcjach: f ~ h jesli f(z) = h(z) nie zachodzi dla jedynie skoriczonej ilosci

z € R (réwnoéé ta w szczegblnodci nie zachodzi, gdy jedna z wartosci f(x), g(z) nie jest okreslona, a druga jest).
Pokaz, ze jest to relacja réwnowaznosci. Pokaz, ze F /. jest cialem, gdzie dodawanie i mnozenie jest ,,punktowe”:

(fl~ +lgl) (@) = f(z) + g(2) oraz ([f]~ - [9]~)(z) = f(z) - ().

Zadanie 2. Pokaz, ze zbiér liczb {a + bv/2 : a,b € Q} jest cialem (ze zwyktym dodawanie i mnozeniem).

Zadanie 1. Rozwazmy zbiér funkcji F postaci f(z) = gdzie p, ¢ sa wielomianami o wspo6lczynnikach z R.

Zadanie 3. Pokaz, ze zbiér R ze zwyklym dodawaniem oraz mnozeniem a - b := aby/2 jest cialem. Jak wyglada
»jedynka” w tym ciele?

Zadanie 4. Przedstaw wektor w jako kombinacje podanych wektoréw aq, as, ..., ar (lub uzasadnij, ze to niemoz-
liwe), nad cialem R:
(1) w=(1,5), a1 = (1
(2) w= (5,10, 11) ay
(3) w=(5,10,11), aq
(4) w=(4,17,18), a1
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, g = (2,0)

17273)7 az = (Oa372)7 as (1717 1)
1a273)7 ag = (07332), a3 = (17877)
1,2,3), az = (0,3,2), az = (3,9, 11).
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Zadanie 5. Niech S,T beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Pokaz, ze SNT oraz S 4+ T zdefiniowane jako
S+T={s+t:s€5,teT}

sa odpowiednio: najwieksza przestrzenia zawarta w S, T' oraz najmniejsza zawierajaca S'i 7.

Zadanie 6. Rozwazmy przestrzen Z3 (zbiér trzyelementowych ciagéw elementéw z Zsz, nad ciatem Zs3). Ile wektoréw
nalezy do LIN((1,2,1),(2,1,1))? A ile do LIN((1,2,1),(2,1,2))?

Zadanie 7. Niech V, przestrzen liniowa nad cialem K, A = {vy, vy ..., v} C V zbiér wektordw, zas aq,...,ar € K
ciag skalaréw, gdzie ay # 0. Pokaz, ze

k
(1) LIN <{Z Vi, Vg . .. ,vk}> = LIN ({v1,v2...,0}) .

Wywnioskuj stad, ze {vy,vs..., v} jest baza V wtedy i tylko wtedy, gdy baza jest

1 2 k
g Q;V;, E QiVjy e vy E Q;V; 0y
i=1 i=1 i=1

gdzie wszystkie skalary aq, as, ..., ar sa niezerowe.
Kryterium (1) jest podstawa metody eliminacji i jest bardzo wygodne przy sprawdzaniu liniowej niezaleznodci.
Mozesz go uzywaé, nawet jesli nie potrafisz go udowodnic.

Zadanie 8. Pokaz, ze U jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego u € U zachodzi LIN(U) #
LIN(U \ {u}).
Jw.: kryterium z Zadania 8 jest bardzo przydatne i mozesz go uzywac¢ nawet jesli nie potrafisz go uzasadnic.

Zadanie 9. Czy nastepujace uklady wektoréw sa liniowo niezalezne (nad R)?

(1) (1,1,0),(0,1,1),(1,1,1),(1,0,1)

(2) (0,1,2),(1,1,1),(1,1,1)

(3) (1,0,1,0),(1,2,0,1),(0,2,1,1),(0,0,1,1)

(4) (1,2,0,0),(2,2,0,1),(1,0,1,1),(2,1,0,1)

(5) (1,0,1,0),(0,2,0,2),(1,1,0,0),(0,0,2,2)

(6) (1,0,1,0),(0,2,0,2),(1,1,0,0),(0,0,2,1)
Zadanie 10. Sprawdz, czy nastepujace podzbiory R™ sa podprzestrzeniami liniowymi

(1) {(a,b,c) € R?:5a+2b =0}

(2) {(a,b,c) € R :2a —c=0}

(3) {(a,b,c) € R®:5a+2b=2a—c=0}

(4) {(a,b) € R?:|2a| + |b] =0}

(5) {(a,b) € R?: |ab| = 1}

(6) {(a,b) € R?: ab = a}



