Algebra - Lista 10

Zadanie 1 Na podstawie ponizszych tabel dziatan okresl, ktory zbior z dzialaniem jest grupa.
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Zadanie 2 Pokaz, ze jesli kazdy element w grupie jest odwrotny do siebie, to grupa jest przemienna.

Zadanie 3 Rozwazamy trzy grupy:
(1) grupa symetrii tréjkata réwnobocznego (trzy obroty i trzy symetrie osiowe),
(2) grupa obrotéw sze$ciokata foremnego,
(3) grupa (Ze,+¢) (czyli z dodawaniem mod 6).
Przedstaw ich tabelki dziatan. Ktore z tych grup sa izomorficzne?

Zadanie 4 Wyznacz wszystkie izomorfizmy pomiedzy grupa obrotéw kwadratu, a grupa (Z4, +4).

Zadanie 5 Pokaz, ze (ab)~' = b~ la~!.
Pokaz, ze réwnosé
(ab)" =a"b"
zachodzi dla dowolnego r (naturalnego) oraz dowolnych a,b € G wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G jest przemienna.

Zadanie 6 Pokaz, ze, z dokladnoscia do izomorfizmu istnieje tylko jedna grupa trzyelementowa (dokladniej:
(Zs3,4+)) oraz dwie grupy czteroelementowe: (Z4,+) oraz Zs X Zo z dodawaniem po wspoéirzednych.

Wskazowka: W drugim punkcie pokaz najpierw, ze z grupie czteroelementowej istnieje element rézny od elementu
neutralnego, ktéry jest swoja wtasna odwrotnoscia.

Zadanie 7 Ktoére z zbiorow z dziataniem sa grupami?

(1) zbiér liczb naturalnych, z dodawaniem;

2) zbidr liczb calkowitych, z mnozeniem;

3) zbiér liczb postaci %, gdzie k jest calkowite i k # 0, z mnozeniem,;
4) zbiér liczb wymiernych, z dodawaniem;

5) zbidr liczb wymiernych bez zera, z mnozeniem.

Zadanie 8 Niech H; i Hs beda podgrupami grupy G.

e Pokaz, ze H; U Hy nie musi by¢ podgrupa G.

e Pokaz, ze jesli Hy U Hs jest podgrupa G, to H; < Hs lub Hy < Hj.

e Pokaz, ze jedli G jest przemienna, to (Hy U Ha) = {h1hy : hy € Hy, hy € Hs}.

(Dla przypomnienia: (A) to najmniejsza grupa generowana przez A.)
o Jedli {H;}ier jest dowolng kolekeja podgrup G, to réwniez (), H; jest podgrupa G.
Zadanie 9 Centralizatorem elementu a w grupie G nazywamy zbior elementéw przemiennych z a, czyli
G(a) ={be G : ab=ba}.
Centrum grupy G nazywamy zbior
Z(G)={a : Ybe G: ab=ba}
(czyli: przemiennych ze wszystkimi elementami w G). Udowodnij, ze dla dowolnej grupy G i elementu a G(a) oraz
Z(G) sa podgrupami G. Pokaz tez, ze
Z(G)= () Glg).
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Zadanie 10 Pokaz, ze zbior symetrii tréjkata réwnobocznego jest izomorficzny z grupa wszystkich permutacji
zbioru trzyelementowego Ss.



