Algebra - Lista 14

Zadanie 1 Rozpatrz dzialanie algorytmu Euklidesa na dwéch kolejnych liczbach Fibonacciego. Jak wyglada
para liczb trzymanych po k-tym kroku? Udowodnij, ze dla pary liczb (Fj,+1, Fi,+2 algorytm wykonuje przynajmniej
n krokow.

Zadanie 2 Uogoélnij algorytm Euklidesa dla wiekszej ilosci liczb mq,ma, ..., mg. Pokaz, ze mozna tez z jego
dziatania odtworzy¢ k ciagéw wspotczynnikow, :z:gl), ;z:gl), e ,as,(gl), x?), 1:52), e ,xf), ey xgk), xék), ceey a:,(ck), takich
ze:

ny)mj mod m; =1 ny)mj mod m; = 0 dla i # i'.
J J
Wskazowka: Rozwaz, co zwraca algorytm FEuklidesa dla dwdch liczb my oraz moms---my. Rekurencyjnie
postepuj dla maoms - - - my.

Zadanie 3 Pokaz, ze dla liczb a,b > 0 sa dokladnie dwie pary liczb (x,y), takich ze:
e za+ yb = ged(a, b);
b
* Il < gten Wl < wateny
Pokaz ponadto, ze w jednej z tych par = jest dodatnie, a y ujemne, za$ w drugiej odwrotnie.

Zadanie 4 Oblicz ged dla nastepujacych liczb. Przedstaw je jako kombinacje liniowa (o wspétczynnikach calko-
witych) tych liczb.
{743,342}, {3812, 71}, {1234, 321}, {234, 11, 13}.

Zadanie 5 Pokaz, ze jesli n,m sa wzglednie pierwsze, to ¢o(nm) = o(n) - p(m).
Wskazowka: Mozesz z Chinskiego tw. o resztach, ale da sie tez ,,na palcach”.

Zadanie 6 Oblicz, ile wynosi p(p*), gdzie p jest liczba pierwsza a k > 1. Uzywajac poprzedniego zadania, okresl,
ile wynosi @(p{* - p5? - - pp*) dla p1,pa, ..., pr—rdéinych liczb pierwszych.

Zadanie 7 Oblicz ¢ dla nastepujacych liczb: 7,9,27,77,143,105.

Zadanie 8 Podaj dowolne rozwiazanie w liczbach naturalnych ponizszych ukladéw rownan.

r mod7 =2 z mod7 =1 z mod9 =5 z mod9 =28
z modb =1 r modb =4 z modll =6 z modll =3

Zadanie 9 Wyznacz najmniejsza liczbe naturalna, ktéra przy dzieleniu przez 2, 3, 5, 7 daje odpowiednio reszty
1, 2, 4, 6.

Zadanie 10 Przypomnijmy, ze Chinskie twierdzenie o resztach méwi, ze gdy mq, ma, .. ., my sa parami wzglednie
pierwsze, to naturalny homomorfizm z Zn,, .my--omy W Zimy X Ly X - - - X Ly, jest izomorfizmem. Pokaz, ze obrazem

Loy gy, (Czyli elementéw odwracalnych W Ziy, .my-..m,,) tego izomorfizmu jest Zy, < Zy, X --- X 7y, .



