Algebra - Lista 4

Zadanie 1 Znajdz wszystkie macierze A wymiaru 2 x 2 spelniajace warunek A2 = 8 8] .

Wskazéwka: Zastanéw si¢ najpierw, ile moze wynosié rk(A), skoro rk(A42) = 0.

Zadanie 2 Dla przypomnienia: minor A to dowolna macierz utworzona z A poprzez usuniecie pewnego zbioru
kolumn i pewnego zbioru wierszy (alternatywnie: wybieramy zbiér wierszy R i zbiér kolumn C' bierzemy jedynie
elementy a;;, takie ze i € R, j € C).

Pokaz, ze dla (niekoniecznie kwadratowej) macierzy A zachodzi:

rk(A) = max{rk(A4’") : A’ jest macierza kwadratowa i minorem A}.
Wywnioskuj z tego, ze

tk(A) = max{n : A ma minor A" wymiaru n x n, taki ze det(A’) # 0}.

Wskazowka: skorzystaj z faktu, Ze rzqd kolumnowy i wierszowy sq sobie réwne.

Zadanie 3 Rozwazmy macierze A wymiaru n X n, C' wymiaru m X m, B wymiaru m X n i macierz wymiaru
n x m zlozona z samych 0 (zapiszmy ja jako 0). Wtedy notacja

A 0

B C
oznacza macierz uzyskang poprzez zestawienie obok siebie odpowiednich macierzy (tj. macierz A wypelnia lewy
gorny rog, macierz B lewy dolny, macierz C prawy dolny a macierz 0 prawy gorny). Pokaz, ze

det(M) = det(A) - det(C).

Zadanie 4 Oblicz wyznaczniki:

1234123451234:51al ag ... an
23416789101098761a1+bl az ... an
34 1 o/ 12 13 14 1511 12 13 14 15,1 @ aatby ... an
W 1 o 3| |16 17 18 19 20/ [20 19 18 17 16| |: : : : :
21 22 23 24 25/ |21 22 23 24 25 | 4 . an by
a b c d
Zadanie 5 Niech A = IC) :(cll _da —bc . Oblicz AAT i jej wyznacznik. Wywnioskuj z tego, ile wynosi det(A).
d ¢ —-b -—a

Zadanie 6 Liczby 144228, 532270, 257567, 209270, 289017, 519792 sa podzielne przez 17. Udowodnij, ze

1 4 4 2 2 8
5 3 2 2 70
2 5 75 6 7
209 2 70
28 9 017
5 1 9 7 9 2

tez dzieli sie przez 17. W miare mozliwosci — bez obliczania tego wyznacznika.
Wskazowka: metoda eliminacji.

Zadanie 7 Oblicz wyznacznik

1 10 100 1000 10000 100000
0,1 2 30 400 5000 60000
0,1 3 60 1000 15000

0 0,

0 0 0,1 4 100 2000
0 0 0 0,1 ) 150
0 0 0 0 0,1 6



Zadanie 8 Oblicz wyznaczniki:

15 3 5
31 2 9 8
3 2 -2 1
-1 7 -3 8 -9, .
-2 1 3 -1
34 2 4 7|0 o ST,
1 8 3 3 5
Zadanie 9 Rozwazmy macierz (wymiaru n X n)
11 0 0 0 O]
-1 1 1 0 0 0
o -1 1 1 0 0
A =0 0 -11 0 0
o o 0 0 ... 1 1
0 0 0 0 .. —1 1]

Pokaz, ze det(A) = f,, gdzie f, jest n-ta liczba Fibonacciego (tj. fo = fi = 1, fat2 = fut1 + fn)-

Zadanie 10 Niech ¢1, o, . . ., ¢, beda dowolnymi liczbami. Macierz (n x n) Vandermonde’a V,, ma wyrazy réwne
Vij = qg—l’ tj.: »
L a @ ... @ X
1 og ¢ ... @
1 ¢ ¢ ... ¢!

Udowodnij, ze
det(Vo) = [ (g5 —a)-
1<i<j<n
W szczegdlnosci pokaz, ze jesli ¢; sa niezerowe i parami rézne, to wyznacznik ten jest niezerowy.

Zadanie 11 Podane na wykladzie rozwiniecie Laplace’a zdefiniowane jest dla pierwszej kolumny. Uogélnij je na
dowolna kolumne i wiersz, tj. pokaze, ze dla dowolnego j zachodzi

det(A) = i(—l)iﬂai,j det(A4;;)
i=1

oraz dla dowolnego i zachodzi
n

det(A) =) “(=1)"a; ; det(Ajj),
j=1
gdzie A;; jest minorem powstalym przez wykreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.
Wskazowka: wystarczy transpozycja i zamiana kolumn.



