Algebra - Lista 9

Zadanie 1 (Nieré6wnos$é Bessela; réwnosé Parsevala) Niech {ey, ..., e} beda ukladem ortonormalnym, tj.:
o Vi{e;,e;) = 1;
o Vi 7é j<€i,6]‘> =0.
(Nie zakladamy, ze jest baza).

Pokaz, ze dla dowolnego wektora v:
k

> les o) < loll?
i=1
i réwno$é zachodzi tylko wtedy, gdy {e1,...,ex} jest baza.

Zadanie 2 (Macierz Grama) Zdefiniujmy macierz Grama ukladu wektoréw {vi,...,v;} w przestrzeni V z
iloczynem skalarnym jako

G(A) = (<Uiavj>)i,j=1,.i.,k .
Udowodnij, ze
o det(G(A)) jest nieujemny
o det(G(A)) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest liniowo zalezny.
Wskazowka: Co dzieje sie z macierzag Grama, gdy ortonormalizujemy ten uklad wektoréw?

Zadanie 3 (Przypomnijmy, ze ulw jest zwyczajowym skrétem na oznaczenie, ze (u,v) = 0.)
Niech W bedzie podprzestrzenia V, a (-, -) iloczynem skalarnym na V. Pokaz, ze dopelnienie ortogonalne W:

WH={weV : YVyew vlw}
jest przestrzenia liniowa. Pokaz tez, ze W N W+ = {0}.

Zadanie 4 Niech {ej,...,e;} bedzie baza ortonormalna podprzestrzeni W < V. Pokaz, ze przeksztalcenie

Py = Z(ei,wei
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istotnie jest rzutem, tj. P? = P. Pokaz tez, ze v — Pv € W dla kazdego wektora v.

Zadanie 5 Niech F' bedzie izometria. Pokaz, ze det FF € {—1,1}. Udowodnij, ze zlozenie izometrii jest jest
izometria.

Zadanie 6 Pokaz, ze nastepujace przeksztalcenia sa izometriami.
e obrot o kat a na plaszczyznie
e zamiana jednej ze wspdlrzednych (w bazie ortonormalnej) na przeciwna.

Zadanie 7 Zdefiniujmy iloczyn skalarny na przestrzeni wielomianéw jako

1
(g, h) :/0 g(z)h(x)dx.

Dokonaj ortonormalizacji (dowolnej) bazy przestrzeni wielomianéw stopnia nie wigkszego niz 2.
Zrzutuj prostopadle na tg przestrzei wielomiany x4, 2* + 23, 2 + 23 422, 2t + 22 + 2% 42, 2 + 23 2%+ 2 + L.
Wskazowka: Rzut jest przeksztalceniem liniowym.

Zadanie 8 Sprawdz, czy podane ponizej macierze sa dodatnio okreslone
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Zadanie 9 Przedstaw ponizsze macierze dodatnio okreslone w postaci AT A.
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Wskazéwka: Dla przypomnienia: jako macierz A mozesz wzia¢ macierz Mg_, 4, gdzie £ to baza standardowa, za$
A: baza ortonormalna.

Zadanie 10 Pokaz, ze:

e suma dwdch macierzy dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslona;
e macierz odwrotna do macierzy dodatnio okreslonej jest dodatnio okreslona.



