Algebra 2015/16 — Egzamin

Czas: 180 minut.

W przypadku zadan rachunkowych rozwiazanie powinno zawiera¢ opis dokonywanych operacji oraz
kroki posrednie obliczen. W przypadku dowodu rozwiazanie powinno by¢ czytelna wypowiedzia, a nie
jedynie zbiorem symbolicznych przeksztaltcen.

Prosze podpisaé¢ wszystkie kartki. (Ta kartka jest przeznaczona na brudnopis).

Zadanie 1 Dana jest grupa G, rozwazmy przeksztalcenie f miedzy podzbiorami G:
fU)={g": geU} .

Niech H < G bedzie podgrupa G. Pokaz, ze f jest bijekcja pomiedzy zbiorem warstw lewostronnych H i
zbiorem warstw prawostronnych H.

Zadanie 2 Niech M bedzie macierza kwadratowa liczb z ciata F, zas A € F. Pokaz, ze krotnosé
algebraiczna A jako warto$ci wlasnej M oraz M7 jest taka sama. Pokaz tez, ze krotnoéé geometryczna A
jako wartoéci wlasnej M oraz M7 jest taka sama.

Zadanie 3 Rozwazmy dwunastokat i jego grupe obrotow.

Malujemy kazdy wierzcholek na jeden z 5 koloréw. Dwa takie malowania sa nierozréznialne, jesli mozna
je przeprowadzi¢ na siebie przy uzyciu obrotu tego dwunastokata. Ile jest nierozréznialnych pokolorowan
tego dwunastokata?

Zadanie 4 Dla przestrzeni liniowych
S =LIN({(0,3,1,-3),(—2,2,1,—4)})
T = LIN({(1,1,0,0),(0,1,2,—1)})
oblicz dim(S + T') oraz dim(S N T). Podaj dowolna baze S + T.

Zadanie 5 Rozwazmy ponizszy uklad réwnan nad cialem Z;. Ile ma on rozwiazan, w zaleznosci od
parametru A € Z7?

Ar1 +2x9 +3x3 = —A
3x1 —Aroy +2z3 = 4
5x1 +3x2 +Axz = 2)

Wskazowka: Zauwaz, ze mozliwych wartosci (x1, 2, x3) jest 343.

Zadanie 6 Rozwazmy wielomiany z pierScienia Rz]:
f=a+a2%—8*—223+1322 +2 -6
g=a*+23 — 42 — 4z .

Wydziel f przez g. Oblicz tez ich najwickszy wspélny dzielnik i przedstaw w postaci af + bg dla odpo-
wiednich a,b € R[z].

Zadanie 7 Wykonaj ponizsze obliczenia modulo 3 oraz 5. Oznaczenie 627! oznacza element odwrotny
do 62 mod 3 w Zs (analogicznie w Zs).

(1) —(125-18 +32-49)71.(75.27 - 16-7) + (77 -2271 — 18 - 255)

(2) 157 —343'2. 2414 +175- 123 — (1767 1)* - 1212

Zadanie 8 Dla podanej permutacji o podaj jej rozktad na cykle. Czy o jest permutacja parzysta? Jaki
jest rzad ¢? Oblicz permutacje odwrotna o~' do 0. Podaj jej rozktad na cykle. Czy o' jest permutacja
parzysta? Jaki jest rzad o =17
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Zadanie 9 Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad R a (-,-) bedzie iloczynem skalarnym na tej prze-

strzeni. Niech B = by,...,b, bedzie baza ortnormalng V a F : V — V rzutem prostopadlym na
podprzestrzen jednowymiarowg W < V.
Pokaz, ze suma kwadratow dlugosci rzutéw prostopadtych wektoréw z B na W wynosi 1, tj.:
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