Algebra — Lista 1

Zadanie 1 Pokaz, ze zbiér Z, dla p bedacego liczba zlozong nie jest cialem, dziatania okreslamy jako a+,b = (a+b)
mod p oraz a -, b = (ab) mod p. W tym celu rozwaz, czy kazdy element ma element odwrotny.

Zadanie 2 Pokaz, ze zbiér liczb {a + bv/2 : a,b € Q} jest cialem (ze zwyklym dodawanie i mnozeniem).

Zadanie 3 Pokaz, ze zbiér R ze zwyklym dodawaniem oraz mnozeniem a - b := aby/2 jest ciatem. Jak wyglada
»jedynka” w tym ciele?

Zadanie 4 Pokaz wprost z definicji, ze jesli U jest zbiorem liniowo zaleznym, to istnieje w nim wektor v € U, taki
ze

LIN(U) = LIN(U \ {u}).

Zadanie 5 Niech M bedzie zbiorem skoniczonym. Na zbiorze jego podzbioréw 2M okreélamy operacje:
U+V:=VAU, 1-U=U, 0-U-=1,

gdzie A oznacza réznice symetryczna, tj. UAV = (U\V)U(V \U). Pokaz, ze tak okreslony zbidr jest przestrzenia
liniowa nad Z,.

Zadanie 6 Niech V', przestrzen liniowa nad cialem F, A = {v1,vs...,v5} C V zbiér wektordw, zas$ aq,...,ar € F
ciag skalaréw, takich ze a; # 0. Pokaz, ze

k
LIN <{Z QU4 Vg - .. ,vk}> = LIN ({v1,v2...,0}).
i=1

Zadanie 7 Przedstaw wektor w jako kombinacje podanych wektoréw vy, va, ..., v (lub uzasadnij, ze to niemozliwe),
nad cialem R:
(1) w=(1,5), v1 = (1,1), v2 = (2,0).
(2) w= (5,10, 11), v = (1,2,3), va = (0,3,2), vz = (1, ,1)
(3) w=(5,10,11), v1 = (1,2,3), v2 = (0,3,2), v3 = (1,8,7).
(4) w=(4,17,18), v1 = (1,2,3), v2 = (0,3,2), v3 = (3,9, 11).
W punktach 3, 4 proponuje skorzystaé z Zadania 4 oraz 6, nawet jesli nie umiesz ich pokazac.

Zadanie 8 Niech S,T beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Pokaz, ze S N'T oraz S + T zdefiniowane jako
S+T={s+t:se€S,teT}
sa odpowiednio: najwicksza przestrzenia zawartag w .S, T' oraz najmniejsza zawierajaca S i T.
Pokaz, ze S x T jest przestrzenia liniowa.
Zadanie 9 Rozwazmy przestrzeii Z3 (zbiér trzyelementowych ciagéw elementéw z Zs, nad ciatem Zs3). Ile wektoréw

nalezy do LIN((1,2,1),(2,1,1))? A ile do LIN((1,2,1),(2,1,2))?

Zadanie 10 Sprawdz, czy nastepujace podzbiory R" sa podprzestrzeniami liniowymi:

(1) {(a,b,c) € R®:5a+2b=0}

(2) {(a,b,c) € R?:2a —c= 0}

(3) {(a,b,c) eR?:5a+2b=2a—c=0}
(4) {(a,b) € R?: |2a| + |b] = 0}

(5) {(a,b) € R? : |ab| = 1}

(6) {(a,b) € R?: ab=a}



