Algebra - Lista 3

Zadanie 1 Wyznacz baze obrazu dla nastepujacych przeksztalcen liniowych (z R?)
F(z,y,z) = 2z +y,3z — 2,52 + y — 2z, =2z + 2y — 22);

G(z,y,2) = (v +y,y — 22,32, — y);

H(!L‘7y,2> = (m—i—y,y—i—z);

I(z,y,2) = (x+y,2y + 2,y — 2);

J(z,y,2) = (x +y, 2z + 2y, 3z + 3y).

Zadanie 2 Rozwazmy przestrzen wielomianéw o stopniu najwyzej 7 nad cialem Zs oraz przeksztalcenie liniowe
zdefiniowane jako suma pierwszej i drugiej pochodnej, tj.: F(z%) = ix?~! +i(i — 1)2* =2, gdzie i(i — 1)z* "2 dla i < 2
oznacza 0.

Podaj bazy jadra ker F' i obrazu Im F' tego przeksztalcenia. Podaj ich wymiary.

Zadanie 3 Dane jest przeksztalcenie liniowe F' : V — W. Udowodnij, nastepujace warunki sg réwnowazne:
e F jest roznowarto$ciowe;

dim(ker(F)) = 0;

ker(F') sklada sie z jednego wektora;

rk(F) = dim(V).

Zadanie 4 Zalézmy, ze dla przeksztalcenia liniowego L : R2 — R? zachodzi L3(v) = 0, dla kazdego wektora
v € R2. Pokaz, ze wtedy réwniez L?(v) = 0, dla kazdego wektora v.

Udowodnij uogélnienie tego twierdzenia: jeéli dla L : R™ ~— R™ oraz pewnego k > n zachodzi L*(v) = 0 dla
dowolnego v, to zachodzi réwniez L"(v) = 0.

Wskazéwka: rozwaz wektory v, L(v), L?(v), ..., L™(v). Sq¢ one liniowo zalezne.

Zadanie 5 Pokaz, ze dla macierzy A, B, C' odpowiednich wymiaréw oraz skalara a zachodza nastepujace zalezno-
sci (Id oznacza macierze identycznosciowa/jednostkowa odpowiedniego wymiaru, tj. majaca na przekatnej jedynke
oraz zera w innych miejscach):

Id-A=A-1d=4A

A- (B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C
a(A-B)=(aA) -B=A-(aB)
A[B|C] = [AC|BC]

B BA
)= e
Wywnioskuj z tego, ze zbiér macierzy n x m nad K jest przestrzenia liniowa nad K.

Zadanie 6 Definiujemy transpozycje macierzy jako ,,obrécenie” jej wokdl przekatnej lewy-gérny rég—prawy-dolny

rég.
Formalnie:
T _ Ry
(@ij)i=t1,..n = (@ji)j=1,..,m
j=1,....m i=1,...,n
Pokaz, ze

(A-B)T =BT . AT,

Zadanie 7 Zdefiniujmy fy =0, fi =1 oraz fr12 = fn+1 + fn. Rozwazmy macierz M = {(1) H Pokaz, ze dla

k_ | k=1 Tk k|0l _ | Je
M= [ Tx fk+1:| oraz M [1] B |:fk+1].

Rozwazajac réwnoéé M"HF = MF* . M™ wyprowadz zaleznoéé:

Jroak = fr—1fo + foforr = fefno1 + fesifu

k > 1 zachodzi



Zadanie 8 Podaj zwarta posta¢ macierzy (nad R)

12 271°Mn o2 27° 8 (1) ; 1 2 -1 2
Zadanie 9 Oblicz (macierze sanad R) |2 1 -2 ;|2 1 =2{; 2 92 0 2 -1 1 2f.
2 -2 1 2 -2 1 01 0 2 1 1 2

Zadanie 10 Ustalmy macierz A wymiaru nxn. Pokaz, ze zbiér macierzy B, takich ze AB = BA, jest przestrzenia
liniowa.

Znajdz wszystkie macierze B wymiaru 2 x 2 spetniajace warunek B - [; ﬂ = [; ﬂ - B.



