Algebra — Lista 4

Zadanie 1 Pokaz, ze dla macierzy odpowiednich rozmiaréw mamy
rk(AB) < min(rk(A), rk(B)).

Wskazowka: moze by¢ pomocna analogiczna zalezno$é¢ dla obrazow przeksztalcen liniowych.

0 0
Wskazéwka: Pokaz najpierw, ze tk(A) = 2 implikuje rk(A?) = 2. Potem rozpatrz mozliwe rk(A).

Zadanie 2 Znajdz wszystkie macierze A wymiaru 2 x 2 spelniajace warunek A% = {0 0} .

Zadanie 3 Minor A to dowolna macierz utworzona z A poprzez usuniecie pewnego zbioru kolumn i pewnego
zbioru wierszy.
Pokaz, ze dla (niekoniecznie kwadratowej) macierzy A zachodzi:

rk(A) = max{rk(A’) : A’ jest macierza kwadratowa i minorem A}.

Wskazowka: moze byé pomocne, ze rzad kolumnowy i wierszowy sa sobie réwne.

Zadanie 4 Znajdz rzad podanej ponizej macierzy (o wartoSciach w R) w zaleznosci od parametru «
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2 4 -6 3], 5 74
11 17 -8 4 9 5 3

Zadanie 6 Pokaz, ze kazda macierz A wymiaru n X n mozna przedstawié¢ jako iloczyn (pewnej iloéci) macierzy ze
zbioru

{Tij}i,j:L...,nU{Id+a1ij}i,j:1€,]-lr-.,nU{D(la"'ala « ,1,...,1)}1‘:1,_..7”.

. R a€clF
i-te miejsce
gdzie D(1,...,1, « ,1,...,1) oznacza macierz przekatniowa o wyrazach 1,...,1, « s 1,001
~~ ~~
i-te miejsce i-te miejsce

Pokaz, ze jesli rk(A) = n, to mozemy dodatkowo wymagaé, by wszystkie macierze przekatniowe byly pierwsze
w mnozeniu; alternatywnie, by byly one ostatnie w mnozeniu.

Wskazowka: Zastosuje metode eliminacji Gaussa na kolumnach i wektorach, aby sprowadzi¢ macierz do postaci
przekatniowej. Zinterpretuj te operacje jako mnozenie macierzy.

1 1 0
Zadanie 7 W R? rozpatrzmy baze standardowa E oraz baze B: 1|, 0], [1].
0 1 1
Sprawdz, ze macierze
110 0,5 0,5 -0,5
Mpg=11 0 1|{,Mgp=1]0,5 -0,5 0,5
0 11 -0,5 0,5 0,5

)
sa macierzami przejscia miedzy tymi bazami.
Rozpatrzmy przeksztalcenie F', (wyrazone w bazie standardowej) jako

0o 0 2
Mpp(F)= |1 5 -1
3 1 -1

Wyznacz macierz tego przeksztalcenia w bazie B.

Zadanie 8 Niech V bedzie przestrzenia wielomianéw o wspdlczynnikach z R i stopnia najwyzej 3. Rozwazmy
uklady wektoréw 20, !, 22, 23 oraz 20, 2% + 2!, 20 + 2! + 22, 2% + 2! + 22 + 23. Udowodnij, ze sa one bazami. Zapisz

macierz przej$cia miedzy tymi bazami.



Rozwazmy przeksztalcenie F : V — V zadane jako F(f) = f' + 2f" + f"”, gdzie ' oznacza pochodna. Wyznacz
macierz tego przeksztalcenia w dwéch podanych powyzej bazach.

Zadanie 9 ($lad macierzy) Sladem macierzy kwadratowej jest suma elementéw na jej przekatnej, tj.

n
tr <(aij)i_1 ..... n) = Zaiz’~
j=l,...m i=1

Pokaz, ze:
o tr(A) = tr(AT);
o tr(AB) = tr(BA).

Zadanie 10 Wyznacz macierze ponizszych przeksztalcen w bazie standardowej odpowiedniego R"™:
o (1,y,2) = (21,71 + 22, T2 + 323);
e obrét przestrzeni R? o kat o (w lewo, tj. przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara);
e symetrii R? wzgledem prostej zadanej réwnaniem y = 2z.



