Algebra 2016/17 — Egzamin

Czas: 180 minut.

Kazde zadanie nalezy odda¢ na osobnej, podpisanej numerem indeksu kartce. W przypadku
zadan rachunkowych rozwiazanie powinno zawiera¢ opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie
obliczen; w przypadku dowodu rozwiazanie powinno by¢ czytelna wypowiedzia, a nie jedynie zbiorem
symbolicznych przeksztalcen. Zadanie nie spelniajgce powyziszego warunku mogq nie bycé sprawdzane.

Zadanie 1 Dane sa ukltady wektoréw: S = {(1,1,1,1)7,(1,1,3,3)T}, oraz T = {(2,0,1,-1)7, (1, -1,2,0)7}.
7 uktadu S U T usun wektory zalezne, tak aby uzyska¢ maksymalny zbior liniowo niezalezny i do-
konaj jego ortonormalizacji (mozesz usuwaé w czasie ortonormalizacji). Jakie sa wymiary przestrzeni

LIN(S) 4 LIN(T) oraz LIN(S) N LIN(T')?

Zadanie 2 Dla podanych ponizej wielomianéw f, g € Zs[x| o wspélczynnikach z Zs podziel (z reszta) f
przez g i wyraz ged(f, g) w postaci af + bg, gdzie a,b réwniez sa wielomianami z tego pierscienia:

f=at+33+22+3 g=a*+43+22%+2+3 .
Wskazdwka: Moze by¢ pomocne, ze dla f,g € Zs[x] i ¢, € Zs \ {0} zachodzi ged(f, g) = ged(cf, dg).

Zadanie 3 W pieciokacie foremnym prowadzimy wszystkie pie¢ przekatnych. Dziela one ten pieciokat
na dziesieé tréjkatéw oraz jeden (mniejszy) pieciokat foremny. Kazda z tych jedenastu figur kolorujemy
na jeden z pieciu (r6znych) koloréw. Uzyskana figure mozemy obracaé oraz przekladaé na druga strone
(czyli dziataé¢ na niej grupa obrotéw i symetrii pieciokata foremnego). Ile jest rozréznialnych (ze wzgledu
na obroty i symetrie) takich kolorowan tej figury przy uzyciu pieciu koloréw?

Zadanie 4 Ile rozwigzan ma ponizszy uklad réwnan w zaleznosci od parametru A? Uklad jest nad R,
tym samym A € R.

Az + Ay + oz o= A
T o+ Ay + Az o= A2
A+ Yy 4+ Az = — % A

Zadanie 5 Niech G bedzie grupa za$ A, B,C < G jej podgrupami. Udowodnij, ze jesli C C AU B to
CCAlubCCB.

Zadanie 6 Pokaz, ze jeSli A, B sg macierzami symetrycznymi, to
e A+ B tez jest symetryczna;
e AB + BA tez jest symetryczna;
e jesli A, B komutuja (tj. AB = BA) to réwniez AB jest symetryczna.

Zadanie 7 Niech o € S, bedzie permutacja na n elementach, ktéra w rozktadzie na cykle roztaczne ma
¢ cykli (cze$é z nich moze byé¢ jednoelementowa). Udowodnij, ze parzystosé tej permutacji to (—1)"~¢
(dla przypomnienia: permutacji parzystej przypisujemy +1 za$ nieparzystej —1).

Wskazowka: Pokaz najpierw dla o bedacej cyklem.

Zadanie 8 Niech A, B beda komutujacymi macierzami kwadratowymi, tj. AB = BA. Niech A bedzie
wartoscig wlasng A, zad V) bedzie przestrzenia wektoréw wlasnych A dla wartosci A. Pokaz, ze V) jest
przestrzenia niezmiennicza dla B, tj. dla v € V), zachodzi Bv € V).

Zadanie 9 Przypomnijmy, ze dla ukladu wektoréw {vi,...,v,} € R" jego macierz Grama M (v1,. .., vy)
to ((vi,v§))ij=1,..n- Pokaz, ze macierz N rozmiaru n x n jest dodatnio okre$lona wtedy i tylko wtedy,
gdy jest macierza Grama pewnego uktadu n niezaleznych wektoréw z R™.

Wskazowka: Mozesz skorzystaé z pokazanego na ¢wiczeniach faktu, ze wyznacznik macierzy Grama
uktadu niezaleznych wektoréw jest dodatni. Ponadto [(u,v)] = uTv, tj. po prawej mamy macierz 1 x 1 o
jedynym elemencie (u,v).



