Algebra 2016/17 — Kolokwium 2

Czas: 120 minut.

Kazde zadanie nalezy oddaé¢ na osobnej, podpisanej kartce.

W przypadku zadan rachunkowych rozwigzanie powinno zawieraé¢ opis dokonywanych operacji oraz kroki
posrednie obliczen; zadanie nie spelniajgce tego warunku mogg nie bycé sprawdzane. W przypadku dowodu
rozwigzanie powinno by¢ czytelna wypowiedzig, a nie jedynie zbiorem symbolicznych przeksztaltcen.

Zadanie 1 Dla danej ponizej permutacji ¢ podaj jej rozklad na cykle. Oblicz o~!, podaj jej rozktad na
cykle. Czy o jest permutacjy parzysta? Czy o~ ! jest permutacja parzysta? Jaki jest rzad o, a jaki o~ 1?
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Zadanie 2 Ktore z ponizszych zbioréw z dzialaniem sa grupami? Odpowiedz TAK/NIE, odpowiedz NIE
nalezy krétko uzasadnié (w odpowiedziach uzywaj nazw G, ..., Gip).

e G1: liczby catkowite z mnozeniem;

G9: liczby catkowite z dodawaniem;

('3: zbioér macierzy o elementach z R, ktérych wyznacznik to 1 lub —1, z mnozeniem macierzy;
G4: zbidér macierzy o elementach z R, ktérych wyznacznik to —1, z mnozeniem macierzy;

G'5: liczby naturalne, z dodawaniem;

Ge¢ = {e; (17 2, 4); (17 4, 2)};

G7 ={e;(6,7)(4,5);(6,4)(7,5); (6,5)(7,4) };

Gs ={e;(3,5)}

Gg = {6; (17 5,4, 2)7 (174)a (17 2,4,5); (174)(27 5)}a

GlO = {6; (173); (17 6)(27 ); (17 2)(37 6); (17 27 37 6)§ (17 3)(27 6)§ (1a 67 37 2); (1) 2’ 6); (176’ 2)}
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Zadanie 3 Oblicz ponizsze wyrazenia modulo 3 oraz modulo 5. Wyrazenie n~" oznacza element odwrotny

do n w odpowiednim Z,,.
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Zadanie 4 Niech ¢, : G — G bedzie zdefiniowane jako ¢, (g) = aga™'; dla A C G funkcje 4 (A) definiujemy
w naturalny sposéb: ¢,(A) = {va(g) : g € A}. Pokaz, ze jesli H < G jest podgrupa G to ¢,(H) tez jest

podgrupa G, tj. o.(H) < G. Pokaz tez, ze H jest podgrupa normalng wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
a € G mamy p.(H)=H.

Zadanie 5 Niech G dziala na zbiorze C. W naturalny sposob rozszerzamy to dzialanie na zbiér par C x C:
g(a,b) = (g(a),g(b)). Pokaz, ze:
e Dla pary (c1,c2) € C x C jej stabilizator to przeciecie stabilizatoréw ¢ i ¢o (w dzialaniu G na C):

G(Cl’@) =G, NG,
e Orbita pary (c1,c2) € C x C zawiera sie produkcie orbit ¢; oraz ca:
0(01702) - Oc1 X 002 .
Zadanie 6 Niech G bedzie grupa, a g,h € G jej elementami. Pokaz, ze rzedy gh oraz hg sa takie same.

Zadanie 7 Niech M = (m; ;)i j=1,.n bedzie macierza dodatnio okre$lona. Udowodnij, ze
n
i=1

Wskazowka: Na éwiczeniach pokazaliSmy nieréwno$é Hadamarda: jesli A = [C1|Ca| ... | Cy], gdzie C; sa
kolumnami A, to det(A) < [[% +/(Ci, C;), gdzie (-, -) to standardowy iloczyn skalarny, tj.: (C;, C;) = CIC;.



