Algebra — Lista 13

Zadanie 1 Wykonaj nastepujace obliczenia modulo 4 oraz modulo 7:
e —(24-5+3-(—2))-(82—-13)
e 1+2+34+...+100
e 1.-5417-(-32)+10-4

Zadanie 2 Wykonaj ponizsze obliczenia modulo 3 oraz 5. Oznaczenie 627! oznacza element odwrotny do 62
mod 3 w Z3 (analogicznie w Zs).

o —(125-18+32-49)71 . (75-27—16-7) + (77-2271 — 18 - 255)

o 157 —34312.241* + 175123 — (176 1)* - 1212

Zadanie 3 Rozpatrz dzialanie algorytmu Euklidesa na dwéch kolejnych liczbach Fibonacciego. Jak wyglada para
liczb trzymanych po k-tym kroku? Udowodnij, ze dla pary liczb (Fj,+1, Fi,12) algorytm wykonuje przynajmniej n
krokéw.

Zadanie 4 Pokaz, ze algorytm Euklidesa (w ktérym zastepujemy a przez a mod b, a nie a przez a — b) wykonuje
O(log(a) + log(b)) krokéw.
Wskazowka: Pokaz, ze w jednym kroku ktéras z liczb zmniejsza sie o polowe.

Zadanie 5 Pokaz, ze dla liczb catkowitych a,b > 0 sa dokladnie dwie pary liczb catkowitych (z,y), takich ze:

e za + yb = ged(a,b) oraz
b a
® |£U| < ged(a,b)? |y| < ged(a,b) *

Pokaz ponadto, ze w jednej z tych par x jest dodatnie, a y niedodatnie, za§ w drugiej odwrotnie.
Wskazéwka: Wydziel najpierw przez ged(a, b).

Zadanie 6 Oblicz ged dla nastepujacych par liczb. Przedstaw je jako kombinacje liniowa (o wspo6lczynnikach
calkowitych) tych liczb.
{743,342}, {3812, 71}, {1234, 321}.

Zadanie 7 Pokaz, ze jesli n, m sa wzglednie pierwsze, to ¢(nm) = ¢(n) - @(m).

Zadanie 8 Ile wynosi ¢(p¥), gdzie p jest liczba pierwsza a k > 1?7 Uzywajac poprzedniego zadania, okresl, ile
wynosi @(pi" - p5? - - pp*) dla pi1,pa, ..., pr—réznych liczb pierwszych.

Zadanie 9 Oblicz ¢ dla nastepujacych liczb: 7,9,27,77,143,105. Mozesz skorzystaé z poprzedniego zadania.

Zadanie 10 Pokaz, ze dla p-pierwszego oraz a-wzglednie pierwszego z p liczba aP~2 jest odwrotnoscia a w L.
Skonstruuj wydajny (tj. wielomianowy od log p oraz log a) algorytm obliczania tej liczby.
Wskazowka: Male twierdzenie Fermat’a.



