Algebra — Lista 14
Na tej liscie wielomiany, o ile nie jest napisane inaczej, pochodze z pierécienia wielomianéw F[z], gdzie F jest
cialem. W poszczegdlnych zadaniach ciato F moze zostaé¢ ukonkretnione.

Zadanie 1 Przypomnijmy, ze Chinskie twierdzenie o resztach méwi, ze gdy mi,mas, ..., my sa parami wzglednie
pierwsze, to naturalny homomorfizm z Zy,, .my.omp. W Zpny X Ly X -+ X Ly, jest izomorfizmem.

Pokaz, ze obrazem Zy, ... .. (czyli elementéw odwracalnych W Z,, .m,-..m,,) tego izomorfizmu jest Zy, x Zy =X

Zadanie 2 Podaj dowolne rozwiazanie w liczbach naturalnych ponizszych uktadéw réwnan.

r mod7 =2 z mod7 =1 z mod9 =25 z mod9 =28
r modb =1 z modb =4 z modll =6 z modll =3

Zadanie 3 Wyznacz najwiekszy wspélny dzielnik par wielomianéw (o ile nie jest napisane inaczej: w Rlz])
o %+ 223 — 1322 — 14z + 24 oraz z* + 1023 + 3522 + 50z + 24;

ot 4+ 223 4+ 22% + o + 4 oraz 2 + 4 (w Zs[x));

o 2% — 223 — 1922 + 82 + 60 oraz z* + 52 + 522 — 5z — 6;

o ot + 2% + 222 + 27 oraz ot + 223 + 222 + 2 (w Z3[z]).

Zadanie 4 Wyznacz f +g, f - g dla podanych wielomianéw f, g. Podziel tez podane pary wielomianéw. (O ile nie
jest napisane inaczej: w R[z]):

o f=at+42% — 22 — 162 — 10, g = 2% — 4;

o f=at+42% — 2% — 150 — 11, g = 2% — 42 + 3;

o f=a*+1 g=22+32x+2 (wZs[X));

o f=22+1,g=a+1 (W Z[X]);

o f=uaP+1,g=a+1(wZ,[X] dla p—pierwszego).

Wskazowka: Do ostatniego: policz, ile wynosi (z + 1)? w Z,,

Zadanie 5 Niech F bedzie cialem za$ F[z] pierScieniem wielomianéw o wspo6lezynnikach z tego ciala. Udowodnij,
ze kazdy wielomian f € cialo[z] da sie przedstawié jednoznacznie (z dokladnoscia do kolejnosci czynnikéw) w
postaci f =c- f1- fa- -+ [, gdzie ¢ € F jest stala, a kazde f; € F[x] jest wielomianem nierozkladalnym o wiodacym
wspotczynniku réwnym 1.

Wskazowka: Zalozenie o wspotczynniku réwnym 1 jest tylko po to, by uniknaé arbitralno$ci w wyborze wspot-
czynnika wiodacego, co prowadzi do ,,réznych” rozktadow.

Zadanie 6 Udowodnij uogélnienia twierdzenia z wyktadu:
Niech f bedzie wielomianem nierozkladalnym a pips...p, wielomianami w F[z] oraz f*|pips...pe. Wtedy
istnieja liczby ni,na, ..., ny, takie ze Y, n; > k oraz dla kazdego i zachodzi f"|p;.

Zadanie 7 Udowodnij uogélnienia twierdzenia z wyktadu:
Niech liczby ¢y, ¢z, ..., ¢ z ciala F beda pierwiastkami k;-krotnymi wielomianu f € Flz]. Wtedy >, k; < deg(f).

Zadanie 8 Korzystajac z tw. Bezout rozl6z ponizsze wielomiany z Zs[x] na czynniki nierozkladalne
P+ +ar+1, 2+ +2?+1, PS4+ r4+22+1, 242+
Potraktuj powyzsze wielomiany jako wielomiany z Zs[z] i réwniez roz16z je na czynniki nierozkladalne.

Wskazowka: Byé¢ moze konieczne tez bedzie osobne zastanowienie sig, ktére wielomiany drugiego stopnia sa
nierozkladalne.

Zadanie 9 Wielomian f ma reszte z dzielenia przez x — ¢; réwna ry oraz reszte z dzielenia przez x — co r6WnNa ro.
Tle wynosi reszta z dzielenia f przez (x — ¢1)(x — ¢2)?

Wystarczy, ze zapiszesz zalezno$¢ na r1, 2, nie musisz jej rozwiazywac.

Wskazowka: Skorzystaj z tw. Bezout.

Zadanie 10 Niech F bedzie cialem skoniczonym o n elementach. Pokaz, ze w F[x| prawdziwa jest zaleznos¢:

x"—x:H(x—a)

a€clF
Wskazowka: Poréwnaj pierwiastki obydwu wielomianéw oraz ich wiodace wspélczynniki.



