Algebra — Exercise Sheet 1

Zadanie 1 Pokaz, ze 7Z, jest cialem dla liczby pierwszej p.
Jedyna nietrywialna cze$é¢ tego zadania to pokazanie, ze kazdy element ma element odwrotny. Mozesz to zrobié
wedlug nastepujacego schematu:

e dla ustalonego a # 0 rozwaz a, 2a, 3a,. .., (p — 1)a;
e pokaz, ze elementy w tym ciagu sa niezerowe i rézne;
e wywnioskuj z tego, ze a ma element odwrotny w Z,,.

Exercise 1 Show that Z, is a field for a prime number p.
The only non-trivial part of this exercise is to show that each element has an inverse. You can solve this as
follows:

e for a fixed a # 0, consider «,2q,3a,...,(p — 1)a;
e Show that the elements in the sequence are non-zero and distinct;
e Conclude that a has an inverse in Z,.

Zadanie 2 Pokaz, ze zbior Z,, dla p bedacego liczba zlozong nie jest cialem, dzialania okreslamy jako a+,b = (a+b)
mod p oraz a -, b = (ab) mod p. W tym celu rozwaz, czy kazdy element ma element odwrotny.

Exercise 2 Show that for a composite number p the set Z, is not a field, where the operations are defined as:
a+pb=(a+b) modpanda-,b=(ab) mod p. To this end check if each element has an inverse.

Zadanie 3 Pokaz, ze zbiér liczb {a + bv/2 : a,b € Q} jest cialem (ze zwyklym dodawanie i mnozeniem).

Exercise 3 Show that the set of numbers {a 4 bv/2 : a,b € Q} is a field (with the standard operations of addition
and multiplication).

Zadanie 4 Pokaz, ze zbiér R ze zwyklym dodawaniem oraz mnozeniem a - b := aby/2 jest cialem. Jak wyglada
»jedynka” a jak ,zero” w tym ciele?

Exercise 4 Show that the set R with the standard operations of addition and a multiplication a - b := abv/2 is a
field. What is the “One” and the “Zero” in this field?

Zadanie 5 Niech M bedzie zbiorem skoticzonym. Na zbiorze jego podzbioréw 2M okreslamy operacie:
U+V:=VAU, 1-U=U, 0-U-=1,

gdzie A oznacza réznice symetryczna, tj. UAV = (U\V)U(V \U). Pokaz, ze tak okreslony zbidr jest przestrzenia
liniowa nad Z,.

Exercise 5 Let M be a finite set. On the set 2 of its subsets, the following operations are defined:
U+V:=VAU, 1-U=U, 0-U-=1,
where A is the symmetric difference, ie. UAV = (U \ V) U (V' \ U). Show that this set is a linear space over Zs.

Zadanie 6 Niech V — przestrzen liniowa nad IF oraz S, T < V beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Zdefiniujmy
SNT,S+T CV zoperacjami takimi, jak w V:

e SNT jako zbiér to SNT (przecigcie/iloczyn przestrzeni liniowych)

e S+T={s+t:s€S,teT} (suma przestrzeni liniowych)
Pokaz, ze SNT oraz S+ T sa odpowiednio: najwieksza przestrzenia zawarta w S i T oraz najmniejsza zawierajaca
SiT.

Pokaz tez, ze dla przestrzeni liniowych S, T nad tym samym ciatem F, iloczyn kartezjanski S x T z dodawaniem

i mnozeniem po wspdlrzednych jest przestrzenia liniowa nad F.

Exercise 6 Let V be a linear space over F and S,T C V subspaces of the linear space V. Define the operations
SNT,S+TCVinV:

e SNT as the set SN T (intersection of the linear spaces)

e S+T={s+t:s€S5,tecT} (sum of the linear spaces)



Show that SNT and S + T are the largest space contained in S and T" and the smallest space containing S and
T, respectively.

Also show that, for the linear spaces S, T on the same field F, the Cartesian product S xT with the coordinate-wise
addition and multiplication, is a linear space over F.

Zadanie 7 Sprawdz, czy nastepujace podzbiory R™ sa podprzestrzeniami liniowymi:

(1) {(a,b,c) € R?: 5a+ 2b = 0}

(2) {(a,b,c) € R?:2a —c=0}

(3) {(a,b,c) eR3:5a+2b=2a—c=0}
(4) {(a,b) € R? : |2a| + |b] = 0}

(5) {(a,b) € R?: |ab] = 1}

(6) {(a,b) € R? : ab = a}

Exercise 7 Verify whether the following subsets of R™ are linear subspaces:
(1) {(a,b,c) € R?: 5a +2b = 0}

(2) {(a,b,c) € R®:2a —c=0}

(3) {(a,b,c) eR3:5a+2b=2a—c=0}
(4) {(a,b) € R? : |2a| + |b] = 0}

(5) {(a,b) € R?: |ab] = 1}

(6) {(a,b) € R? : ab = a}

Zadanie 8 Pokaz, ze zbior funkcji
{f € RN : zbiér {r : f(r) # 0} jest przeliczalny}

jest podprzestrzenia liniowg RY.

Exercise 8 Show that the set of functions
{f €RY : set {r : f(r) # 0} is countable}

is a linear subspace of RN,

Zadanie 9 Pokaz, ze zbiér funkcji
{f e RN : |f(N)| jest skoticzony}

jest podprzestrzenia liniowa RY. (f(A) rozumiemy jako {f(a) : a € A}.)

Exercise 9 Show that the set of functions
{f € RN : |f(N)] is finite}
is a linear subspace of RY. (By F(A) we mean {f(a) : a € A}.)

Zadanie 10 Pokaz, ze kazda podprzestrzeri liniowa R? jest jednej z postaci:
e jedynie wektor zerowy: {0}
e wielokrotnodci ustalonego wektora z R? (czyli wektory stanowiace prosta przechodzaca przez (0,0))
o cate R%.

Exercise 10 Show that every linear subspace of R? has one of the following forms:

e only the zero vector: {0}
e scalar multiples of a fixed vector of R? (thus, a straight line passing through (0, 0))
e the entire R2.



