
Algebra — Lista 2

Zadanie 1 Pokaż wprost z definicji, że: U jest zbiorem liniowo zależnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w nim
wektor u ∈ U , taki że

LIN(U) = LIN(U \ {u}).
Zaneguj obustronnie tę równoważność, jaką charakteryzację zbioru liniowo niezależnego otrzymałaś (otrzymałeś)?

Zadanie 2 Niech V będzie przestrzenią liniową nad ciałem F, A = {v1, v2 . . . , vk} ⊆ V układem wektorów, zaś
α1, . . . , αk ∈ F ciągiem skalarów, takich że α1 6= 0. Pokaż, że

LIN
({

k∑
i=1

αivi, v2 . . . , vk

})
= LIN ({v1, v2 . . . , vk}) .

Zadanie 3 Przedstaw wektor w jako kombinację podanych wektorów v1, v2, . . . , vk (lub uzasadnij, że to niemożliwe).
Podane wektory są zawsze z odpowiedniej przestrzeni Rn:

(1) w = (1, 5), v1 = (1, 1), v2 = (2, 0).
(2) w = (5, 10, 11), v1 = (1, 2, 3), v2 = (0, 3, 2), v3 = (1, 1, 1).
(3) w = (5, 10, 11), v1 = (1, 2, 3), v2 = (0, 3, 2), v3 = (1, 8, 7).
(4) w = (4, 17, 18), v1 = (1, 2, 3), v2 = (0, 3, 2), v3 = (3, 9, 11).

W punktach 3, 4 proponuję skorzystać z Zadania 1 oraz 2, nawet jeśli nie umiesz ich pokazać.

Zadanie 4 Czy następujące układy wektorów są liniowo niezależne (nad R)?
(1) (1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1), (1, 0, 1)
(2) (0, 1, 2), (1, 1, 1), (1, 1, 1)
(3) (1, 0, 1, 0), (1, 2, 0, 1), (0, 2, 1, 1), (0, 0, 1, 1)
(4) (1, 2, 0, 0), (2, 2, 0, 1), (1, 0, 1, 1), (2, 1, 0, 1)
(5) (1, 0, 1, 0), (0, 2, 0, 2), (1, 1, 0, 0), (0, 0, 2, 2)
(6) (1, 0, 1, 0), (0, 2, 0, 2), (1, 1, 0, 0), (0, 0, 2, 1)

Zadanie 5 Pokaż równoważność następujących warunków (dla B = {v1, v2, . . . , vk}):
• Zbiór B jest liniowo niezależny.
• Wektor ~0 ma dokładnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektorów ze zbioru B.
• Pewien wektor z LIN(B) ma dokładnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektorów ze
zbioru B.
• Każdy wektor z LIN(B) ma najwyżej jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektorów z B.

Zaneguj powyższe warunki, aby uzyskać charakteryzację zbiorów liniowo zależnych.

Zadanie 6 Niech B = {b1, . . . , bk} będzie skończoną bazą przestrzeni V , u, v ∈ V wektorami zaś α ∈ F skalarem.
Niech wyrażenia tych wektorów w bazie B to

(v)B = (α1, . . . , αk) (u)B = (β1, . . . , βk)

Pokaż, że wektory u+ v oraz αv wyrażają się w bazie B odpowiednio przez

(u+ v)B = (α1 + β1, . . . , αk + βk) (αv)B = (αα1, . . . , ααk)

Zadanie 7 Rozważamy przestrzenie nad R. Niech v1, v2, . . . , vn będą liniowo niezależne. Dla jakich wartości α ∈ R
zbiory wektorów

• {αv1 + v2, v1 + αv2}
• {v1 + v2, v2 + v3, v3 + v4, . . . , vn−1 + vn, vn + αv1}

są liniowo niezależne?

Zadanie 8 Udowodnij Twierdzenie Steinitza o wymianie: Załóżmy, że V jest przestrzenią skończenie-wymiarową.
Niech U—zbiór liniowo niezależny a B jest bazą V . Pokaż, że albo U jest bazą, albo istnieje v ∈ B, taki że {v}∪U
jest liniowo niezależny.

Zadanie 9 Rozważmy przestrzeń Z3
3 (zbiór trzyelementowych ciągów elementów z Z3, nad ciałem Z3). Ile wektorów

należy do LIN((1, 2, 1), (2, 1, 1))? A ile do LIN((1, 2, 1), (2, 1, 2))?



Zadanie 10 Dla poniższych zbiorów wektorów sprawdź, czy są one bazą przestrzeni R4. Jeśli nie, to wybierz
z nich maksymalny zbiór liniowo niezależny X i podaj dowolny zbiór wektorów Y , taki że X ∪ Y jest bazą.

(1) {(1, 0,−1, 2), (2, 3, 4, 1), (0, 0, 1, 0)}
(2) {(1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 1)}
(3) {(1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 1)}
(4) {(1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0)}
(5) {(1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (2, 0, 1, 1), (−1, 0, 1,−2)}


