Algebra — Lista 2

Zadanie 1 Pokaz wprost z definicji, ze: U jest zbiorem liniowo zaleznym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w nim
wektor v € U, taki ze

LIN(U) = LIN(U \ {u}).
Zaneguj obustronnie te réwnowaznosé, jaka charakteryzacje zbioru liniowo niezaleznego otrzymalas (otrzymales)?

Zadanie 2 Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem F, A = {vy,v2...,vx} C V ukladem wektordw, zas
i, ..., € F ciggiem skalaréw, takich ze a; # 0. Pokaz, ze

k
LIN <{Z QV;, Vg - .. ,vk}> = LIN ({v1,v2...,0}).
i=1

Zadanie 3 Przedstaw wektor w jako kombinacje podanych wektoréw vy, va, .. ., v (lub uzasadnij, ze to niemozliwe).
Podane wektory sa zawsze z odpowiedniej przestrzeni R™:

(1) w=(1,5), v1 = (1,1), v2 = (2,0).

(2) w=(5,10,11), v1 = (1,2,3), v2 = (0,3,2), v3 = (1,1,1).

(3) w=(5,10,11), v1 = (1,2,3), v2 = (0,3,2), v3 = (1,8,7).

(4) w=(4,17,18), v1 = (1,2,3), v2 = (0,3,2), v3 = (3,9, 11).
W punktach 3, 4 proponuje skorzystaé z Zadania 1 oraz 2, nawet jesli nie umiesz ich pokazac.

Zadanie 4 Czy nastepujace uklady wektoréw sa liniowo niezalezne (nad R)?

(1) (1,1,0),(0,1,1),(1,1,1),(1,0,1)
(2) (0,1,2),(1,1,1),(1,1,1)
(3) (1,0, 1,0),(1,2,0,1),(0,2,1, 1), (0,0,1, 1)
(4) (17 2,0, 0), (2, 2,0, 1), (1, 0,1, 1), (2, 1,0, 1)
(5) (1,0,1,0),(0,2,0,2),(1,1,0,0),(0,0,2,2)
(6) (1,0,1,0),(0,2,0,2),(1,1,0,0),(0,0,2,1)
Zadanie 5 Pokaz réwnowaznosé¢ nastepujacych warunkéw (dla B = {vy,va,...,vx}):

e Zbiér B jest liniowo niezalezny.

e Wektor 0 ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréow ze zbioru B.

e Pewien wektor z LIN(B) ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze
zbioru B.

e Kazdy wektor z LIN(B) ma najwyzej jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw z B.

Zaneguj powyzsze warunki, aby uzyskaé charakteryzacje zbioréw liniowo zaleznych.

Zadanie 6 Niech B = {by, ..., by} bedzie skoiczong baza przestrzeni V, u,v € V wektorami zas « € F skalarem.
Niech wyrazenia tych wektoréw w bazie B to

(V) = (a1,...,ax) (Wp =B, Bk)
Pokaz, ze wektory u + v oraz av wyrazaja si¢ w bazie B odpowiednio przez

(u+v)p = (a1 + B1,..., 0k + Br) (a)p = (o, ..., aak)

Zadanie 7 Rozwazamy przestrzenie nad R. Niech vy, v9,...,v, beda liniowo niezalezne. Dla jakich wartoéci o € R
zbiory wektoréw

o {av) +v9,v1 + avy}

o {v] + v, 9+ V3,U3 + Vg, ..., Up1 + U, Uy + QU1 }
sg liniowo niezalezne?

Zadanie 8 Udowodnij Twierdzenie Steinitza o wymianie: Zalézmy, ze V jest przestrzenia skonczenie-wymiarows.
Niech U——zbiér liniowo niezalezny a B jest baza V. Pokaz, ze albo U jest baza, albo istnieje v € B, taki ze {v} UU
jest liniowo niezalezny.

Zadanie 9 Rozwazmy przestrzen Z3 (zbidr trzyelementowych ciagéw elementéw z Zg, nad ciatem Z3). Ile wektoréw
nalezy do LIN((1,2,1),(2,1,1))? A ile do LIN((1,2,1),(2,1,2))?



Zadanie 10 Dla ponizszych zbioréw wektoréw sprawdz, czy sa one baza przestrzeni R*. Jedli nie, to wybierz
z nich maksymalny zbiér liniowo niezalezny X i podaj dowolny zbiér wektoréw Y, taki ze X UY jest baza.

(1) {(1,0,-1,2),(2,3,4,1),(0,0,1,0)}

(2) {(17]‘7070)’(1707 ]‘30)7 0707 ]" 1)7(07 ]‘?O’]‘)}
(3) {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1)}
(4) {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}
(5) {(1,0,1,0),(1,0,0,1),(2,0,1,1),(—1,0,1,-2)}



