Algebra — Exercise 2

Zadanie 1 Pokaz wprost z definicji, ze: U jest zbiorem liniowo zaleznym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w nim
wektor v € U, taki ze
LIN(U) = LIN(U \ {u}).

Zaneguj obustronnie te réwnowaznos$é, jaka charakteryzacje zbioru liniowo niezaleznego otrzymata$ (otrzymaltes)?

Exercise 1 Prove from the definition that: U is a system of linearly dependent vectors if and only if there exists
a vector u € U, such that

LIN(U) = LIN(U \ {u}).
What characterization of a system of linearly independent vectors we obtain, when we negate both sides of this
equivalence?

Zadanie 2 Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem F, A = {v1,ve..., v} C V ukladem wektoréw, zas
ai,...,qr € F ciggiem skalaréw, takich ze a; # 0. Pokaz, ze

k
LIN <{Z ;5,9 ... ,vk}> = LIN ({vy,v2...,0}).
i=1

Exercise 2 Let V be a linear space over the field F, A = {v1,v2...,vx} C V be a system of vectors, and
a1,...,ar € F be a sequence of scalars, such that a; # 0. Show that

k
LIN <{Zaivi,v2 . 7vk}> = LIN ({v1,v2 ..., 08}).
=1

Zadanie 3 Przedstaw wektor w jako kombinacje podanych wektoréw vy, v, ..., vx (lub uzasadnij, ze to
niemozliwe). Podane wektory sa zawsze z odpowiedniej przestrzeni R":

(1) w=(1,5), v1 = (1,1), v2 = (2,0).

( ) (5 10 ll)a (17273)a V2 = (05372)7 U3 = (la 17 1)

(3) w=(5,10,11), v1 = (1,2,3), v2 = (0,3,2), v3 = (1,8,7).

(4) (4 17 18)7 (17273)7 Vg = (0a3,2)7 U3 = (3397 11)
W punktach 3, 4 proponuje skorzystaé z Zadania 1 oraz 2, nawet jeéli nie umiesz ich pokazac.
Exercise 3 Write the vector w as a combination of the given vectors v1, ve, ..., vg (or justify that it is impossible).
Given vectors are always from their respective spaces R™:

( ) ( ) (171)a U2 = (270)

( ) (5 10, 11)3 U1 = (17273)7 V2 = (Oa?’??)a U3 = (la 1, 1)

(3) w=(5,10,11), v1 = (1,2,3), v2 = (0,3,2), v3 = (1,8,7).

(4) w= (4,17, 18)7 =(1,2,3), v2 = (0,3,2), v3 = (3,9,11).

For part 3 and 4, I suggest that you use exercise 1 or 2, even if you cannot show them.

Zadanie 4 Czy nastepujace uklady wektoréw sa liniowo niezalezne (nad R)?

(1) (1,1,0),(0,1,1),(1,1,1),(1,0,1)

(2) (0,1,2),(1,1,1),(1,1,1)

(3) (1,0,1,0),(1,2,0,1),(0,2,1,1),(0,0,1,1)
(4) (1,2,0,0),(2,2,0,1),(1,0,1,1),(2,1,0,1)
(5) (1,0,1,0),(0,2,0,2),(1,1,0,0),(0,0,2,2)
(6) (1,0,1,0),(0,2,0,2),(1,1,0,0),(0,0,2,1)

Exercise 4 Are the following systems of vectors linearly independent (over R)?
(1) (1,1,0),(0,1,1),(1,1,1),(1,0,1)



Zadanie 5 Pokaz réwnowazno$é¢ nastepujacych warunkéw (dla B = {vq,va,..., vk }):
e Zbiér B jest liniowo niezalezny.
e Wektor 0 ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze zbioru B.
e Pewien wektor z LIN(B) ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze
zbioru B.
e Kazdy wektor z LIN(B) ma najwyzej jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw z B.

Zaneguj powyzsze warunki, aby uzyskaé charakteryzacje zbioréw liniowo zaleznych.

Exercise 5 Show the equivalence of the following statements (for B = {vy, va,...,v;}):
e The set B is linearly independent.
e Vector 0 has exactly one representation as a linear combination of the vectors from the set B.
e Some vector of the LIN(B) has exactly one representation as a linear combination of the vectors from the
set B.
e Each vector of the LIN(B) has at most one representation as a linear combination of the vectors from B.

Negate the above statements to obtain a characterization of a linearly dependent set.

Zadanie 6 Niech B = {b,...,b;} bedzie skoniczong baza przestrzeni V, u,v € V wektorami za$ a € F skalarem.
Niech wyrazenia tych wektoréw w bazie B to
(U)B:(alv"'aak) (U)B:(ﬂlvn‘,ﬂk)

Pokaz, ze wektory u + v oraz av wyrazaja sie w bazie B odpowiednio przez

(U+U)B = (al +ﬁla~~-7ak +Bk) (OZ’U)B = (aah...,aak)

Exercise 6 Let B = {b1,...,b;} be a finite basis of the vector space V, u,v € V be two vectors and « € F be
a scalar. Let the representation of these vectors in the basis B be

(U)B:(al,...,ak) (U)B:(,Bl,...,ﬂk)

Show that the vectors u + v and aw is expressed in the basis B, respectively as follows

(uvu+v)p = (o1 + B1,. -, 00 + Bri) (av)p = (aayq, ..., o)

Zadanie 7 Rozwazamy przestrzenie nad R. Niech vy, v9,...,v, beda liniowo niezalezne. Dla jakich wartosci o € R

zbiory wektorow
o {avy + v9,v1 + ava}
o {v] +vg, U3 + v3,03 + Vgy ..., Vp1 + Up, Up + Q01 }

sg liniowo niezalezne?

Exercise 7 We consider a vector space over R. Let vy, vs,...,v, be linearly independent. For which values of
a € R the following sets of vectors

o {av1 + v2,v1 + ava}

o {v] +vg,v3 + v3,03 + Vg, ..., Vp1 + Up, Up + QU1 }
are linearly independent?

Zadanie 8 Udowodnij Twierdzenie Steinitza o wymianie: Zalézmy, ze V jest przestrzenia skonczenie-wymiarowa.
Niech U——zbiér liniowo niezalezny a B jest baza V. Pokaz, ze albo U jest baza, albo istnieje v € B, taki ze {v} UU
jest liniowo niezalezny.

Exercise 8 Prove the Steinitz exchange Theorem: Suppose that V is a finite-dimensional space. Let U be a
linearly independent set and B be a basis of V. Show that either U is the basis, or there is a v € B, such that
{v} UU is linearly independent.

Zadanie 9 Rozwazmy przestrzen Z3 (zbiér trzyelementowych ciagdéw elementéw z Zs, nad ciatem Z3). Ile wektoréw
nalezy do LIN((1,2,1),(2,1,1))? A ile do LIN((1,2,1),(2,1,2))?

Exercise 9 Consider the vector space Z3 (a set of triplets with the elements from Zs, over the field Z3). How
many vectors belong to the set LIN((1,2,1),(2,1,1))? How many vectors belong to the set LIN((1,2,1),(2,1,2))?



Zadanie 10 Dla ponizszych zbioréw wektoréw sprawdz, czy sa one baza przestrzeni R*. Jedli nie, to wybierz
z nich maksymalny zbiér liniowo niezalezny X i podaj dowolny zbiér wektoréw Y, taki ze X UY jest baza.

° {(1707_172)7(2a3a471)7(0a07170)}

b {(1717070)ﬂ(1707130)7 0707131)7(0713();1)}

L4 {(1717070)ﬂ(17071?0)7(07071)]‘)’(070)05]‘)}

e {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}

e {(1,0,1,0),(1,0,0,1),(2,0,1,1),(—-1,0,1,—2)}

Exercise 10 Verify that, for the following sets of vectors, whether they are a basis of the R*. If not, select a
maximum linearly independent subset of X and give any set of vectors Y such that X UY is a basis.

e {(1.0,-1.2),(2,3,4,1),(0,0,1,0)}

L4 {(17]‘7070)’(1707 ]‘30)7(0707 ]" 1)7(07 ]‘3051)}
° {(1717070)’(1707 170)7(0707 1’ ]‘)’(070’0’]‘)}
e {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}
e {(1,0,1,0),(1,0,0,1),(2,0,1,1),(1,0,1,-2)}



