Algebra — Exercise 3

Zadanie 1 Uzywajac eliminacji Gaula udowodnij nastepujace twierdzenie:

Jesli B = {by,...,bi} jest baza przestrzeni liniowej V, to zbidr liczacy k + 1 wektoréw jest liniowo zalezny.
W tym celu wyraz wektory vy,...,v541 W bazie B i przeprowadz na tej reprezentacji eliminacje Gaufla.

Wywnioskuj z tego twierdzenia, ze kazde dwie bazy przestrzeni skonczenie wymiarowej sa réwnoliczne.

Exercise 1 Using the Gaussian elimination method, prove the following theorem:
If B={by,...,br} is a basis of a vector space V', then any set of k + 1 vectors is linearly dependent.
To this end, express the vectors vy, ...,vg41 in basis B and perform the Gaussian elimination on this represen-
tation.
Conclude that the bases of every two finite-dimensional vector spaces have the same cardinality.

Zadanie 2 Niech W < V beda przestrzeniami liniowymi, zas U C V. Udowodnij, ze nastepujace warunki sg
réwnowazne:
(1) istnieje wektor u € V, taki ze U = u + W;
(2) istnieje wektor u € U, taki ze U = u+ W;
(3) dla kazdego wektora v € U zachodzi U = u + W;
(4) istnieje wektor u € V| taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;
(5) istnieje wektor u € U, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;
(6) dla kazdego wektora u € U zbiér U — u jest przestrzenia liniowa.

Exercise 2 Let W <V be two linear spaces, and U C V' . Prove that the following conditions are equivalent:

(1) there is a vector u € V, such that U = u + W;

(2) there is a vector u € U, such that U = u + W;

(3) for each vector w € U it holds that U = u + W;

(4) there is a vector u € V, such that U — u is a linear space;
(5) there is a vector u € U, such that U — u is a linear space;
(6) for each vector u € U, the set U — w is a linear space.

Zadanie 3 Niech V' < V bedzie podprzestrzenia liniows, zas§ U i U’ jej warstwami. Pokaz, ze
U=U" lub UNU =0.

Mozesz skorzysta¢ z Zadania 2, nawet jesli nie umiesz go udowodnié.

Exercise 3 Let V/ < V be a linear subspace, and let U and U’ be its cosets. Show that
U=U o UNU =0.

You can use Exercise 2, even if you cannot prove it.

Zadanie 4 Niech S, T beda skoniczenie-wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni V. Pokaz, ze
dim(S) + dim(7T) = dim(SNT) + dim(S + T).

Wskazéwka: rozszerz baze S NT do baz S oraz T.
7 tego twierdzenia mozesz korzystaé¢ w kolejnych zadaniach, nawet jesli nie umiesz go udowodnic.

Exercise 4 Let S, T be the finite-dimensional subspaces of the vector space V. Show that
dim(S) + dim(7) = dim(SNT) + dim(S + T).

Note: Extend the basis S NT to the bases S and T
You can use this property in the next exercise, even if you cannot prove it.

Zadanie 5 Wyznacz wymiary LIN(S) N LIN(T') oraz LIN(S) + LIN(T) dla

(1) S =1{(1,2,0,1),(1,1,1,0)}, T = {(1,0,1,0), (1,3,0, 1) };

(2) s={(1,1,1,1),(1,-1,1,-1),(1,3,1,3)}, T = {(1,2,0,2),(1,2,1,2),(3,1,3,1) };

(3) S={(2,-1,0,-2),(3,-2,1,0), (1,—1,1,—-1)}, T = {(3, =1, —1,0), (0, —1,2,3), (5, -2, —1,0)}.
W kazdym przypadku podaj dowolna baze LIN(S) + LIN(T).

Exercise 5 Determine the dimensions of LIN(S) N LIN(T") and LIN(S) + LIN(T') for



(1) §={(1,2,0,1),(1,1,1,0)}, T'= {(1,0

(2) s={(1,1,1,1),(1,-1,1,-1),(1,3,1,3)}, T' = {(1,2
(3) S={(2, —1,0,—2) (3,-2,1,0),(1,-1,1,-1)}, T ={
In each case give any basis of LIN(S) + LIN(T).
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7O,.2),(1,27 1,2),(3,1,3,1)};
(3,-1,-1,0), (0, 1,2,3),(5, —2,-1,0)}.

Zadanie 6 Wyznacz baze obrazu dla nastepujacych przeksztatcen liniowych (z R3)
(1) F(z,y,2) = (2x+y,3z — z,bx +y — z,—2x + 2y — 22);
(2) G(I7y7 Z) = (:17 + Y,y — 2'2’ 32’,17 - y)a
(3) H(z,y,2) = (x +y,y + 2);
(4) I(x,y,z) = (;v+y,2y+z,y—z);
(6) J(z,y,2) = (x +y, 2z + 2y, 3z + 3y).
Wskazowka: Mozesz skorzystaé z faktu:
Jesli F: V — W oraz LIN(by,...,b;) =V to LIN(F(b1),...,F(by)) =ImF.

Exercise 6 Determine the basis of the image of the following linear transformations (from R?)
(1) F(z,y,2) = (2x+y,3z — 2,5z +y — z,—2x + 2y — 22);
(2) G(x’yvz) = (:L' +y,y —22,3z,2 — y);
(3) H(amy,z) = (m+y,y—|—z);
(4) I(x,y,z) = (m+y,2y+z,y—z);
(5) J(z,y,2) = (z+y,2z + 2y, 3z + 3y).
Hint: You can take advantage of the fact that:
If F: V— W and LIN(by,...,b;) =V, then LIN(F(by),..., F(bg)) =Im F.

Zadanie 7 Rozwazmy przestrzen wielomiandéw o stopniu najwyzej 7 nad cialem Zj oraz przeksztalcenie liniowe
zdefiniowane jako suma pierwszej i drugiej pochodnej, tj.: F(z%) = iz*~! +i(i — 1)2° =2, gdzie i(i — 1)2*~2 dlai < 2
oznacza 0. Podaj bazy jadra ker F' i obrazu Im F' tego przeksztalcenia. Podaj ich wymiary.

Wskazdwka: Mozesz skorzystaé ze wskazéwki do zadania 6 oraz (nieudowodnionego) twierdzenia méwiacego, ze
dim (V) = dim(ker(F)) + dim(Im(F)).

Exercise 7 Consider the vector space of polynomials of degree at most 7 over the field Zs and a linear transformation

defined as the sum of the first and second order derivatives, i.e., : F(z*) = iz*~! +i(i — 1)2°~2 where i(i — 1)a*~2

for i < 2 is 0. Give a basis of the kernel ker F' and the image Im F' of the transformation. Specify the dimensions.
Hint: You can use the hint of the exercise 6 and (not proved) theorem that states,

dim (V) = dim(ker(F)) + dim(Im(F)).

Zadanie 8 Dane jest przeksztalcenie liniowe F': V — W. Udowodnij, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
(1) F jest réznowartoSciowe;
(2) dim(ker(F)) = 0;
(3) ker(F) sklada si¢ z jednego wektora,
(4) dim(Im(F)) = dim(V).

Exercise 8 We are given a linear transformation F': V' — W. Prove that, the following conditions are equivalent:
(1) F is injective;
(2) dim(ker(F)) = 0;
(3) ker(F) consists of one vector;
(4) dim(Im(F)) = dim(V).

Zadanie 9 Zalézmy, ze dla przeksztalcenia liniowego L : R?2 — R2 zachodzi L3(v) = 0, dla kazdego wektora
v € R2. Pokaz, ze wtedy réwniez L?(v) = 0, dla kazdego wektora v.
Udowodnij uogdlnienie tego faktu:
Jedli dla L : R® — R™ oraz pewnego k > n zachodzi L*(v) = 0 dla dowolnego v, to zachodzi réwniez L"™(v) = 0.
Hint: Rozwaz wektory v, L(v), L?(v), ..., L™(v). Sa one liniowo zalezne.

Exercise 9 Suppose that, for the linear transformation L : R? — R2, it holds that L?(v) = 0 for each vector
v € R2. Show that L2(v) = 0 for each vector v.

Prove the generalization of this fact:
If the L : R® — R™ and for some k > n it holds that L¥(v) = 0 for each v, then L™(v) = 0.



Hint: Consider vectors v, L(v), L?(v) ..., L™(v). They are linearly dependent.
Zadanie 10 Zalézmy, ze dla przestrzeni liniowych U,V < W zachodzi
dim(U+V)=1+dim(UNV) .
Udowodnij, ze suma U + V jest jedna z przestrzeni U, V, a przecigcie U NV — druga.
Exercise 10 Suppose that, for linear spaces U,V < W
dim(U+V)=1+dim(UNV) .
Prove that the sum of U + V is one of the spaces U,V and the intersection U NV is the other.



