Algebra — Lista 4

Zadanie 1 Pokaz, ze dla macierzy A, B, C' odpowiednich wymiaréw oraz skalara « zachodza nastepujace zaleznosci
(Id oznacza macierze identyczno$ciowa/jednostkowa odpowiedniego wymiaru, tj. majaca na przekatnej jedynke oraz
zera w innych miejscach):

Id-A=A

A-ld=A

A (B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C
a(A-B)=(aA) -B=A-(aB)
A[B|C] = [AB|AC]

B BA
- e
Pokaz tez, ze zbiér macierzy n x m nad [ jest przestrzenia liniowa nad F.

Zadanie 2 Pokaz, ze
(A-B)T =BT . AT,

gdzie AT to macierz transponowana do A. Nie zakladamy, ze A, B sa kwadratowe.
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1 1}. Pokaz, ze dla

Zadanie 3 Zdefiniujmy fo = 0, f1 = 1 oraz fry2 = fut1 + fn- Rozwazmy macierz M = [
k > 1 zachodzi

k| k=1 Tk k|0l | Je
ME= [ Tk fk+1:| oraz M [1] - |:fk+1:|.

Rozwazajac réwnosé Mk = MF . M™ wyprowadz zaleznosé:

fn+k - fk—lfn + fkfn-i—l - fkfn—l + fk+1fn-

Zadanie 4 Podaj zwarta posta¢ macierzy (nad R)

12 21° M o2 27’ g (1) ; 12 -1 2
Zadanie 5 Oblicz (macierze sanad R) [2 1 =2 ; (2 1 =2]|; 9 9 0 2 -1 1 2f.
2 -2 1 2 =2 1 01 0 2 1 1 2

Zadanie 6 Ustalmy macierz A wymiaru n X n. Pokaz, ze zbiér macierzy B komutujacych z A, tj.:
{B : AB= BA}

jest przestrzenia liniowa.

Znajdz wszystkie macierze B wymiaru 2 x 2 spelniajace warunek B - [; ﬂ = B ﬂ - B.

Zadanie 7 (Macierze symetryczne) Kwadratowa macierz M = (a;j)i j=1,...,n Nazywamy symetryczng, jesli
ai; = aj; dla kazdego 4,j (innymi stowy: M7 = M).
Niech M, N beda macierzami symetrycznymi rozmiaru n x n. Pokaz, ze:
o M + N jest macierza symetryczna;
e MN jest macierza symetryczna wtedy i tylko wtedy gdy M, N komutuja (tj. MN = NM).
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Zadanie 8 Pokaz, ze kazda macierz A wymiaru n X n mozna przedstawié¢ jako iloczyn (pewnej iloéci) macierzy ze
zbioru

{Ti}tig=1,.n U{ld+alij}ij=1,..n U{Dia}i=1,.n-
acF a€elF

Wskazowka: Zastosuje metode eliminacji Gaussa na kolumnach, aby sprowadzi¢ macierz do postaci schodkowej.
Potem zastosuje eliminacje na wierszach, aby sprowadzi¢ macierz do postaci przekatniowej. Przedstaw macierz
przekatniowa jako iloczyn odpowiednich D;, (zauwaz, ze dopuszczamy o = 0). Zinterpretuj te operacje jako
mnozenie macierzy i odwrdé kolejne operacje.

Zadanie 9 (Slad macierzy) Sladem macierzy kwadratowej jest suma elementéw na jej przekatnej, tj.

tr ((aij)i— .
j=1,...
Pokaz, ze:

o tr(A) = tr(AT);
o tr(AB) = tr(BA).

Zadanie 10 Niech M, N beda macierzami gérnotrojkatnymi. Pokaz, ze:

e ich suma M + N tez jest macierzg gérnotrojkatna;
e ich iloczyn tez jest macierzg gérnotrojkatna.
Pokaz tez analogiczng wlasno$é macierzy dolnotréjkatnych.

Zadanie 11 (Nieréwnos$é Frobeniusa); z gwiazdka: nie liczy sie¢ do podstawy Udowodnij, ze dla dowolnych
przeksztalcen liniowych F, G, H (o odpowiednich dziedzinach i przeciwdziedzinach) zachodzi:

1k(FG) + 1k(GH) < 1k(G) + tk(FGH).



