Algebra — Lista 6

Zadanie 1 Niech V bedzie przestrzenia wielomianéw o wspétczynnikach z R i stopnia najwyzej 3. Rozwazmy
uklady wektoréw 29, z!, 22, 23 oraz 20, 20 + 21, 20 + 2! + 22, 20 4+ 2 + 22 + 3. Udowodnij, ze sa one bazami. Zapisz
macierz przejscia migdzy tymi bazami.

Rozwazmy przeksztalcenie F': V' — V zadane jako F(f) = f' +2f” + f"', gdzie ' oznacza pochodng. Wyznacz
macierz tego przeksztalcenia w dwéch podanych powyzej bazach.

Zadanie 2 Rozwazmy macierze A wymiaru n X n, C wymiaru m X m, B wymiaru m X n i macierz wymiaru n X m
zlozona z samych 0 (zapiszmy ja jako 0). Wtedy notacja

A 0
B C
oznacza macierz uzyskang poprzez zestawienie obok siebie odpowiednich macierzy (tj. macierz A wypelnia lewy

goérny rog, macierz B lewy dolny, macierz C prawy dolny a macierz 0 prawy gorny). Pokaz, ze

det(M) = det(A) - det(C).

Zadanie 3
Liczby 144228, 532270, 257567, 209270, 289017, 519792 sa podzielne przez 17. Udowodnij, ze
1 4 4 2 2 8
5 3 2 2 70
2 5 75 6 7
2 09 2 70
2 8 9 0 1 7
51 9 7 9 2

tez dzieli si¢ przez 17. W miare mozliwosci — bez obliczania tego wyznacznika.
Wskazowka: Z17 i metoda eliminacji.

Zadanie 4 Podane na wykladzie rozwiniecie Laplace’a zdefiniowane jest dla pierwszej kolumny. Uogdlnij je na
dowolna kolumne i wiersz, tj. pokaze, ze dla dowolnego j zachodzi

n

det(A) = Z(—l)i+jai,j det(Ai )

i=1
oraz dla dowolnego i zachodzi
det(A) = Z(—l)H_jaiJ det(Aij),

J=1

gdzie A;; jest minorem powstalym przez wykreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.
Wskazowka: wystarczy transpozycja i zamiana kolumn.

Zadanie 5 Oblicz wyznaczniki:

1 5 3 5 —4 4 -2 0 5
3 1 2 9 8
3 2 =2 1
17 -3 8 —9|,
-2 1 3 -1
3 04 2 4 T o % T,
1 8 3 3 5
a b c d
Zadanie 6 Niech A = IC) :Z _da ;)C . Oblicz AAT i jej wyznacznik. Wywnioskuj z tego, ile wynosi det(A).
d ¢ —-b —a



Zadanie 7 Oblicz wyznaczniki:
1 2 3 4 5

; ; i 11 6 7 8 9 10
5 0 1 o |11 12 13 14 15
W1 o 3 |16 17 18 19 20
21 22 23 24 25
Zadanie 8 Oblicz wyznaczniki:
1 2 3 4 5 1 a s an,
00 9 8 7 6 1 a1+b  a an
1112 13 14 15/, |1 @ atbh ... a
20 19 18 17 16 : : : :
21 22 23 24 25 1 o o a i,

Zadanie 9 Zadanie to polega na pokazaniu alternatywnego dowodu tw. Cauchy’ego.
Niech A, B, C beda macierzami wymiaru n X n, gdzie C = AB oraz rk(A) = rk(B) = n.

Rozwaz macierz [_fi d g] . Ile wynosi jej wyznacznik?
Pokaz, ze przy pomocy operacji kolumnowych (tj. zamiany kolumn i dodawania do kolumny wielokrotnosci innej
Kol ) . . A 0 Kksztalcié d . A C ta d . c A 1 .
olumny) mozna macierz | . p| przeksztalci¢ do macierzy | ;. | ata domacierzy | o |- Ile wynosi

wyznacznik tej macierzy?

Zadanie 10

Niech ¢1, g2, - - - , ¢n beda dowolnymi liczbami. Macierz (n x n) Vandermonde’a V,, ma wyrazy réwne v;; = qZ _1,
tj.:
Lo g oo
L og & ..o a4
1 qn qi - q"_1

Udowodnij, ze
det(Va) = ] (45— ).
1<i<j<n
W szczegdlnosci pokaz, ze jesli ¢; sa niezerowe i parami rézne, to wyznacznik ten jest niezerowy.



