Algebra — Exercise 7

Zadanie 1 Pokaz, ze uklad réwnan uzyskany przez

e zamiang i-tego oraz j-tego rownania
e dodanie do j-tego réwnania wielokrotnosci i-tego
e przemnozenie i-tego réwnania przez stala o #£ 0

jest rownowazny wejsciowemu.

Exercise 1 Show that the system of equations obtained by

e swapping the i-th and the j-th equation
e adding a multiple of the i-th equation to the j-th equation
e multiplying the i-th equation by a constant a # 0

is equivalent to the given system of equations.

det(Ay,)

Zadanie 2 Rozwiaz przy uzyciu wzoréw Cramera, tj. x; = ~dot(A) uktady réwnan:
2 —1| |z 1 cosa  sinal| [xq cos f3 1 RS 6
1 16| |ao| — |17]° —sina cosa| |za| sinfg|’ LI ae =10
2 2 1 =1 1] |3 2

Exercise 2 Solve by using Cramer’s rule, ie: x; = %,

2 —1| |z 1 cosa  sinal| [x1 cos f3 1 M 6
1 16 R —sin ~ |sing|’ LR B ] el
) sina cosal |xo S 1 -1 1) | 9

Zadanie 3 Ile rozwiazan maja ponizsze uklady réwnan (w zaleznosci od parametru p):

T

101036 1 p p pl |z P

2132x2:2p, 1 p p| |z| =|p

4152;’ P 11 1| |ag P
4

Exercise 3 How many solutions the following systems of equations have, depending on the parameter p ):

1

1010x 1 p p pl| |z P

2132x2:2p, 1 p pl| |z =|p

4152333 P 11 1| |3 P
4

Zadanie 4 Podaj jedno rozwiazanie szczegdlne oraz postaé rozwiazania ogdlnego dla:

i g :g 1 S -9 6 7 107" 3] [5 3 5 12] | 10
235x2:7,—6427;:7,2235;:4
- _ _ _ 3 3
1 8 7| L% 19 3 2 11 15 4 10 1 79 4 o 2
Preferowana metoda eliminacji.
Exercise 4 Calculate one solution and write the general form of the solutions for:
Z g :S 1 S -9 6 7 107" 31 [5 3 5 12] | 10
235552:7,—6427;:7,2235;:4
- _ _ _ 3 3
18 —7 T3 12 3 2 11 15 2 10 1 79 4 vy 2

The Gaussian elimination method is preferred.



Zadanie 5 Ile rozwiazan maja ponizsze uklady réwnan (w zaleznosci od parametru \):

A 1 17 [x; 1 1+x 1 1 7 [z (17
1 X 1| |ze| = |1], 1 1+Xx 1 za| = | A
1 1 A I3 1 1 1 1+>\_ I3 _)\2_

Exercise 5 How many solutions the following systems of equations have (depending on the parameter A )

A1 1] [ 1 1+x 1 1 7 [z 1
1 X 1| |ze| = |1], 1 1+Xx 1 | = | A
_1 1 A I3 1 1 1 1+>\_ I3 )\2

Zadanie 6 Zbadaj ilo$¢ rozwiazan w zaleznosci od parametru .

—6 8 —5 —1] 1 9
-2 4 7 3| |x| |1
-3 5 4 2| |xs| |3
3 7 17 7| |m A

Exercise 6 Find the number of solutions depending on the parameter \.

[—6 8 —5 —17 [x; (97
-2 4 7 3| |x| |1
-3 5 4 2| |zs| " [3]|"
-3 7 17 7| |aa A

Zadanie 7 Opisz przestrzen rozwiazan ponizszych ukladéw réwnai (np. poprzez podanie bazy odpowiedniej
przestrzeni liniowej)

T —z3 = 0 X1 +x9 = 0
T2 —x4 = 0 Z1 +x2 +rz = 0 T +xo —2x3 +2z4, = 0
—T1+ T3 —x5 = 0 L2 +x3 try = 0 3r1 +bry +6z3 —4ry, = 0
—To+ X4 —xg = 0’ : ’ 4dry +dbxy —2x3 +3x4 = 0
—x3 +x5 = 0 Tp 9 +Tp_1 ‘T, = 0 3x1 +8xy +24x3 —1924 = 0

—x4 +x¢ = 0 Tho1 4xn = 0

Exercise 7 Describe the solution space of the following systems of equations (eg. by providing the basis of the
corresponding linear space)

T —x3 = 0 Z1 +z9 = 0
T2 —x4 = 0 Tl +x2 tr3 = 0 €1 +2x9 —2z3 +2z4, = 0
-1+ I3 —I5 = 0 T2 +x3 tzy = 0 3581 +5$2 +6£E3 —4564 = 0
—To+ X4 —xg = 0’ ’ 4z 45z —2x3 +3x4 = 0
—x3 +x5 = 0 Tnoo +Tpn_1 A+Tn = 0 3x1 +8xy +24x35 —1924 = O
—rys t+we = 0 Tp—1 +xp = 0
Zadanie 8 Udowodnij, ze jeSli A\1, Aa, ..., A\; sg réznymi warto$ciami wlasnymi macierzy M, to odpowiadajace im
wektory wlasne vy, vo,..., v, sa liniowo niezalezne.
Wskazéwka: pokaz przez indukcje po £, ze vy jest liniowo niezalezny od {vy,...,ve—1}.
Exercise 8 Prove that, if A1, Aa,..., A\x are the eigenvalues of the matrix M, then the corresponding eigenvectors
V1,02, ...,V are linearly independent.
Hint: show by induction over ¢ that vy is linearly independent of {v,...,vp_1}.

Zadanie 9 Pokaz, ze jesli \ jest wartoécia wlasna macierzy A to \* jest wartoécia wlasna A*.
Exercise 9 Show that if \ is an eigenvalue of the matrix A then A* is an eigenvalue of A*.

Zadanie 10 Znajdz wartodci wlasne i odpowiadajace im wektory wlasne dla podanych przeksztalcen liniowych:

L((z,y,2)) = 2z —y,0,y +2) oraz  L((z,y,2)) = (0,0,y) .



Exercise 10 Find the eigenvalues and the corresponding eigenvectors of the given linear transformations:
L((z,y,2)) = 2z —y,0,y +2) and L((z,y,2)) = (0,0,y) .



