Algebra — Lista 8

Zadanie 1 Niech A : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Pokaz, ze ker A oraz Im A sg przestrzeniami
niezmienniczymi A.

Zadanie 2 Dla wielomianu ¢(z) = Zf:o a;xr" mozemy zdefiniowaé naturalnie wartosé tego wielomianu na macierzy
kwadratowej, jako (M) = Zf:o a; M?, gdzie M = Id.

Niech M = AJA~!, gdzie J jest macierza Jordana (tzn. na przekatnej ma klatki Jordana), za$ ¢y jej wielomia-
nem charakterystycznym. Pokaz, ze @y (M) jest macierza zerowa.

(W pelnej ogélnosei to zadanie powinno méwié, ze A, J sa macierzami nad C, ale w zasadzie nic nie zmienia to
w dowodzie: wystarczy, ze pokazesz to dla R.)

Zadanie 3 Znajdz wartodci wlasne, ich krotnosci algebraiczne i geometryczne.

7T —-12 6 2 -1 2 0 1 0
10 —-19 10}, 5 =3 31, -4 4 0
12 —-24 13 -1 0 =2 -2 1 2

Zadanie 4 Znajdz wartosci wlasne i odpowiadajace wektory wlasne macierzy (nad R):

4 -5 7
1 -4 9
-4 0 5

Znajdz wartosci wlasne i odpowiadajace wektory wlasne (nad C):
0 -1
1 0]
Zadanie 5 Pokaz, ze jesli A2 jest wartoécig wlasna macierzy M2, to M wa wartosé wlasna A lub —\.
Wskazéwka: a? —b? = (a — b)(a + b)

Zadanie 6* (punkty nie licza sie¢ do podstawy) Udowodnij, ze dla macierzy kwadratowych A, B wielomiany
charakterystyczne macierzy AB oraz BA s takie same.

Wskazowka: Pokaz teze najpierw dla B odwracalnego. Nastepnie dla B bedacej macierza przekatniows, ktére
ma na przekatnej tylko 1 lub 0. Nastepnie udowodnij (eliminacja Gaussa), ze kazda macierz M jest iloczynem
odwracalnych macierzy elementarnych oraz macierzy ww. postaci.

Zadanie 7 Niech (-,-) bedzie standardowym iloczynem skalarnym na R", tj. dla wektoréw v = [v1,va,...,v,]7T,
w = [ug,us, ..., uy|"
n
(v,u) = Zuivi .
i=1
Pokaz, ze
T

[(u,v)] =u"v .
(zwr6é uwage, ze (u,v) jest liczba, a u* v macierza,).
Wywnioskuj z tego, ze dla dowolnej macierzy M zachodzi

(u, Mv) = <MTu, v>

T

Zadanie 8 Niech M bedzie macierza symetryczng (tj. M = M7T) wymiaru n x n a {-,-) bedzie standardowym
iloczynem skalarnym na R". Pokaz, ze
(u, Mv) = (Mu,v)
(mozesz skorzystaé z poprzedniego zadanie).
Wywnioskuj z tego, ze jesli A # N sa réznymi wartoSciami wlasnymi macierzy symetrycznej M o wektorach
wlasnych v oraz v, to (v,v") =0, tj. v i v’ sa prostopadte.

Zadanie 9 (Nier6wno$é¢ Bessela; réwnos$é Parsevala) Niech {ey,..., e} beda uktadem ortonormalnym, tj.:
o Vi(e;,e) =1;
o Vi # ] <€i;€j> =0.



(Nie zakladamy, ze jest baza).

Pokaz, ze dla dowolnego wektora v:
k

D Heio) [P <ol
i=1

i réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy {e1,...,ex} jest baza.

Zadanie 10 Uzupelnij do bazy a nastepnie zortonormalizuj podane uktady wektoréow:
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Zadanie 11 Dokonaj ortonormalizacji baz:

e (1,2,2),(1,1,-5),(3,2,8);
e (1,1,1),(-1,1,-1),(2,0,1).



