Algebra — Exercise 8

Zadanie 1 Niech A : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Pokaz, ze ker A oraz Im A sa przestrzeniami
niezmienniczymi A.

Exercise 1 Let A:V — V be a linear transformation. Show that ker A and Im A are invariant subspaces of A.

Zadanie 2 Dla wielomianu p(z) = Zf:o a;x* mozemy zdefiniowaé naturalnie warto$é tego wielomianu na macierzy
kwadratowej, jako (M) = Zf:o a; M?, gdzie M° = Id.

Niech M = AJA~!, gdzie J jest macierza Jordana (tzn. na przekatnej ma klatki Jordana), za$ ¢ys jej wielomi-
anem charakterystycznym. Pokaz, ze ¢ (M) jest macierza zerowa.

(W pelnej ogélnosci to zadanie powinno méwié, ze A, J sa macierzami nad C, ale w zasadzie nic nie zmienia to
w dowodzie: wystarczy, ze pokazesz to dla R.)

Exercise 2 For a polynomial ¢(z) = Zf:o a;xr" we define its vale on a square matrix as (M) = Zf:o a; M,
where MY = Id.

Let M = AJA™!, where J is a Jordan’s matrix (ie, the diagonals have Jordan blocks), and ¢, be its characteristic
polynomial. Show that ¢ (M) is a null matrix.

(In general, this exercise should say that A,J are matrices over C, but basically this changes nothing in the
proof: it is enough to show for R.)

Zadanie 3 Znajdz wartosci wlasne, ich krotnosci algebraiczne i geometryczne.

(7 12 6] 2 -1 2 0 10
10 -19 10(, |5 -3 3|, |-4 40
12 -24 13]  |-1 0 -2| |[-2 1 2

Exercise 3 Find the eigenvalues, their algebraic and geometric multiples.

(7 -12 6] [2 -1 2] 0 10
10 -19 10/, |5 -3 3|, |-4 40
12 —24 13] |-1 0 -2 2 1 2

Zadanie 4 Znajdz wartosci wlasne i odpowiadajace wektory wlasne macierzy (nad R):

4 -5 7
1 -4 9
-4 0 5

Znajdz wartodci wlasne i odpowiadajace wektory wlasne (nad C):
0 -1
1 01"

Exercise 4 Find the eigenvalues and corresponding eigenvectors of the matrix (over R):

4 -5 7
1 -4 9
-4 0 5

Find the eigenvalues and corresponding eigenvectors of the matrix (over C):
0 -1
1 0]
Zadanie 5 Pokaz, ze jesli A2 jest wartoécia wlasna macierzy M2, to M wa wartoéé¢ wlasng A lub —\.
Wskazéwka: a®> — b*> = (a — b)(a + b)

Exercise 5 Show that if A? is the eigenvalue of the matrix M?, then the eigenvalue of M is either A or —\.
Hint: a®> —b> = (a — b)(a +b)

Zadanie 6* (punkty nie licza sie¢ do podstawy) Udowodnij, ze dla macierzy kwadratowych A, B wielomiany
charakterystyczne macierzy AB oraz BA sa takie same.



Wskazowka: Pokaz teze najpierw dla B odwracalnego. Nastepnie dla B bedacej macierza przekatniowa, ktére
ma na przekatnej tylko 1 lub 0. Nastepnie udowodnij (eliminacja Gaussa), ze kazda macierz M jest iloczynem
odwracalnych macierzy elementarnych oraz macierzy ww. postaci.

Exercise 6 [*(points do not count towards the base)] Prove that for two square matrices A, B, the characteristic
polynomial of the matrices AB and BA are the same.

Hint: First show that the proposition is true for an invertible B. Then show that for B being a diagonal matrix
with only 1s and Os on the diagonal. Then prove (using Gaussian elimination) that every matrix M is the product
of the invertible elementary matrices and a diagonal matrix of the form given above.

Zadanie 7 Niech (-,-) bedzie standardowym iloczynem skalarnym na R™, tj. dla wektoréw v = [vy, v, ..., v,]T,

= [ug,us, ..., un|"
n
(v,u) = Zuivi .
i=1

[(u,v)] =u"v .
(zwr6é uwage, ze (u,v) jest liczba, a u* v macierza).
Wywnioskuj z tego, ze dla dowolnej macierzy M zachodzi

(u, Mv) = (M"u,v)

Pokaz, ze

T

Exercise 7 Let (-, -) be a standard scalar product on R™, ie. for two vectors v = [v1,va, ..., v,]T, u = [u1,uz, ..., un]T
n
(v,u) = Zuivi .
i=1
Show that
T

[(u,v)] =u"v .
(Note that (u,v) is a number, and u” v is a matrix).

Let’s deduce that for any matrix M,
(u, Mv) = <MTu,v>

Zadanie 8 Niech M bedzie macierza symetryczng (tj. M = M7T) wymiaru n x n a {-,-) bedzie standardowym
iloczynem skalarnym na R". Pokaz, ze
(u, Mv) = (Mu,v)
(mozesz skorzystaé z poprzedniego zadanie).
Wywnioskuj z tego, ze jesli A # X sg réznymi warto$ciami wlasnymi macierzy symetrycznej M o wektorach
wlasnych v oraz v, to (v,v") =0, tj. v i v’ sa prostopadte.

Exercise 8 Let M be a symmetric matrix (ie M = MT) of the dimension n x n, and a (,-) be a standard scalar
product on R™. Show that
(u, Mv) = (Mu,v)
(You can use the previous exercise).
Deduce from this that if A # ) are the different eigenvalues of the symmetric matrix M with the eigenvectors v
and v’ {(v,v") =0, ie v and v’ are perpendicular.

Zadanie 9 (Nieréwnosé¢ Bessela; réwnosé Parsevala) Niech {eq, ..., e} beda ukladem ortonormalnym, tj.:
o Vi(e;,e;) =1;
o Vi 7é j <€i,6j> =0.
(Nie zakladamy, ze jest baza).
Pokaz, ze dla dowolnego wektora v:

k
D e o) P <ol
i=1
i réwnosé dla kazdego v implikuje, ze {eq,...,er} jest baza.
Exercise 9(Bessel inequality, Parseval equality) Let {ej,...,ex} be an orthonormal system, ie:

o Vile;e) =1,



o Vi 7é .7 <eiaej> =0.
(We do not assume that it is a base).
Show that for any vector v:

k
D e o) [P <ol
i=1

and the equality for all v implies that {ej,...,ex} is a base.

Zadanie 10 Ugzupelnij do bazy a nastepnie zortonormalizuj podane uktady wektoréow:
11y (1 11y,
b ( ) ’5)72(?7 275775)7
* (533 (5.3 —3)
Exercise 10 Complete the bases and convert the given vectors to an orthonormal bases:
.(llll) (ll_l_l).
% % % ? 2 2 ’ 2 72 27 2/
* (533 G5
Zadanie 11 Dokonaj ortonormalizacji baz:

e (1,2,2),(1,1,-5),(3,2,8);
e (1,1,1),(=1,1,-1),(2,0,1).

b
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Exercise 11 Orthonormalise the bases:
e (1,2,2),(1,1,-5),(3,2,8);
e (1,1,1),(-1,1,-1),(2,0,1).



