Algebra 2017/18 — Egzamin poprawkowy
Czas: 180 minut.
Egzamin ma 7 zadan, czesSé na drugiej stronie.
Kazde zadanie nalezy oddaé¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. W przypadku
zadan rachunkowych rozwiazanie powinno zawiera¢ opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie ob-

liczen; zadanie nie spelniajgce tego warunku mogqg nie byé sprawdzane. W przypadku dowodu rozwiazanie
powinno by¢ czytelng wypowiedzia, a nie jedynie zbiorem symbolicznych przeksztatcen.

Zadanie 1.
[2 punkty] Podaj definicje podprzestrzeni liniowej oraz warstwy podprzestrzeni liniowej.
[3 punkty] Udowodnij, ze jesli A, B sa zbiorami wektoréw z przestrzeni liniowej V' oraz

A C B C LIN(A)

to LIN(A) = LIN(B).
[5 punktéw] Dane sa dwa uklady wektoréw S, T w przestrzeni liniowej R?:

S =1{(1,-2,2,0,—17,(3,-2,0,—2, )T} T=1{(0,1,-1,0,0)7,(2,0,-3,-3,4)T} .
Podaj wymiar przestrzeni liniowych LIN(S) N LIN(T) oraz LIN(S UT). Oblicz i podaj baze LIN(SUT).

Zadanie 2.
[2 punkty] Podaj wzory Cramera (ktére definiuja rozwiazania ukladu réwnan przy uzyciu wyznacznikéw);
jakie warunki musza by¢ spelnione, by wzory te byly prawdziwe?
[3 punkty] Udowodnij, ze uklad réwnan
AX =B

ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy rk(A) = rk(A|B).
[5 punktéw] Ile rozwiazaii ma ponizszy uklad réwnain w zaleznosci od parametru A7 Uklad réwnan jest
nad liczbami rzeczywistymi.

—x + A2z = A
20 + 4z = 2
Nr + 4y + Tz = 3

Zadanie 3.
[2 punkty] Podaj definicje macierzy ortogonalnej.
[3 punkty] Niech V' bedzie przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym za$ F' : V' — V przeksztalceniem
liniowym. Udowodnij, ze F' zachowuje dtugos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje iloczyn skalarny.

Dla przypomnienia: F' zachowuje diugosé, jesli dla kazdego wektora v € V' zachodzi ||v|| = ||Fv||; F
zachowuje iloczyn skalarny, jesli dla kazdej pary wektoréw u,v € V' zachodzi (v, w) = (Fv, Fw).
[5 punktéw] Udowodnij, ze jesli u,v sa wektorami wlasnymi dla réznych wartoéci wlasnych macierzy
ortogonalnej, to (u,v) = 0.

Zadanie 4.

[2 punkty] Podaj definicje wartoéci wlasnej macierzy kwadratowej M i wektora wlasnego dla wartosci
wlasnej A macierzy kwadratowej M.

[3 punkty] Udowodnij, ze A\ jest warto$cia wlasna macierzy kwadratowej A wtedy i tylko wtedy, gdy
det(A — A1d) = 0.

[5 punktéw] Niech A bedzie kwadratowa macierza odwracalna. Pokaz, ze: jesli v jest wektorem wlasnym
A dla wartoéci A to v jest wektorem wlasnym A~! dla wartosci AL

Zadanie 5.

[2 punkty] Podaj definicje grupy cyklicznej. Podaj naturalny zbiér grup cyklicznych C, taki ze kazda grupa
cykliczna C' jest izomorficzna z jedng z grup ze zbioru C.

[3 punkty] Udowodnij, ze dwie warstwy lewostronne podgrupy H < G grupy G sa albo réwne albo
rozlaczne.



[5 punktéw] Dla podanej permutacji o podaj jej rozklad na cykle rozlaczne. Czy jest ona parzysta? Podaj
permutacje odwrotna o~ 1.

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
5 17 15 8 1 4 2 11 14 9

Zadanie 6.

[2 punkty] Podaj definicje funkcji Eulera ¢ i twierdzenia Eulera (tego, ktére uogélnia male twierdzenie
Fermat’a).

[3 punkty] Udowodnij, ze jesli n, m sa wzglednie pierwsze, to a jest odwracalne w Z,,,, wtedy i tylko wtedy,
gdy a mod n jest odwracalne w Z,, i a mod m jest odwracalne w Z,,.

[5 punktéw] Oblicz ponizsze wyrazenie arytmetyczne modulo 3,7 oraz 21. Oznaczenie 2~ "™ oznacza element
odwrotny (w odpowiednim Z,) do = podniesiony do potegi n.

731
(—425) 7% — (840)%0 4 (—420)! — (632752 - (~832) 74 (=641)) " +(—212) 71— (=313) 712215752

Zadanie 7.

[2 punkty] Podaj definicje: ilorazu wielomianéw, reszty z dzielenia wielomianéw oraz podzielnosci wielo-
mianow.

[3 punkty] Pokaz, ze jesli wielomian h € [F[x] jest nierozkladalnym wielomianem o wspélezynnikach z ciata
F, to w F[z]/=}, istnieje element odwrotny dla f #, 0. Dla przypomnienia, F[x]/=} to pierécien wielo-
miandéw modulo wielomian h.

[5 punktéw]| Dla podanych wielomianéw f, g € R[z| o wspolczynnikach rzeczywistych podziel (z reszta) f
przez g oraz podaj ich najwiekszy wspdlny dzielnik.

f=a"—22° 223 + 2

g=a%+223 - 222 +22 -1 .



