Zadanie 1 Pokaz, ze problem spetnialnosci uktadéw rownan stéow jest NP-trudny takze w przypadku,
gdy ¥ = {a}.
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Zadanie 2 Pokaz, ze problem spelnialnoéci réwnan stéw jest NP-trudny réowniez wtedy, gdy rozwa-
zamy systemy w ktérych wszystkie prawe strony nie zawierajg zmiennych.
(Uwaga: w tym zadaniu moze by¢ prosciej, jesli dopuscimy podstawianie e za zmienna).

Zadanie 3 Pokaz, ze problem spelnialnosci ukladu réwnan stéw mozna sprowadzi¢ do problemu
spelnialnosci jednego réwnania stéw, jesli mozemy dodawaé litery do alfabetu. Pokaz tez, ze dodawanie
liter nie jest potrzebne, jesdli wejsciowy alfabet zawieral przynajmniej dwie rézne litery.

Zadanie 4 Zredukuj spetnialnos¢ réwnan w stowach do spetnialnosci kubicznych réwnan w stowach.

Zadanie 5 Pokaz, ze spelnialno$é réwnania w stowach z wiezami bezkontekstowymi jest nierozstrzy-
galna. (Tzn. pozwalamy na wiezy przy uzyciu jezykéw bezkontekstowych).

Zadanie 6 Pokaz, ze problem niepustoéci przeciecia jezykow deterministycznych automatéw skonczo-
nych:

Problem: Niepustos$é przeciecia jezykéw deterministycznych automatéw skonczonych
Wejscie: deterministyczne automaty skonczone D1, Do, ..., Dy,
Cel: Rozstrzygnij, czy istnieje stowo akceptowane przez wszystkie te automaty.

jest PSPACE-trudny.
Pokaz, ze ten problem jest w PSPACE nawet jesli wejéciowe automaty sg niedeterministyczne.
Wywnioskuj z tego, ze problem réwnan stow z wiezami regularnymi jest PSPACE-trudny.

Zadanie 7 (Dtlugie i troche zmudne, choé¢ nietrudne: dwa punkty) Niech (M,-) bedzie
zbiorem macierzy kwadratowych o wyznaczniku 1 oraz wyrazach naturalnych z operacja mnozenia.
Rozwazmy funkcje z ¥ = {a,b} w M, zadana przez

so(a):[é ﬂ and () = [} ﬂ

Rozszerzamy ja do funkeji z (X%, ) w (M, -) w naturalny sposéb, tj. jako homomorfizm: konkatenacja
przechodzi na mnozenie.
Pokaz, ze dla kazdego w € ¥* jego obraz ma wyznacznik 1.
Pokaz, ze ta funkcja jest réznowartosciowa; w tym celu rozwaz, jak wygladaja wiersze macierzy
n / /

o(a) lm m’]’ a jak wiersze macierzy ¢(b) lm o

]. Wywnioskuj z tego, ze jesli M,, = p(w) to
z postaci M mozna wywnioskowad, jaka jest pierwsza litera w.

Pokaz, ze dana macierz kwadratowa M € M mozna przedstawi¢ albo w postaci ¢(a)M’ albo
01 (znéw: popatrz na wiersze, rozwaz wyznacznik).

Wywnioskuj z tego, ze ¢ jest izomorfizmem miedzy (X*,-) a (M, ).

Wywnioskuj z tego, ze spelnialno$é réwnan w stowach nad ¥ = {a,b} redukuje si¢ do spelnial-
nosci réwnan Diofantycznych (tj. nad liczbami naturalnymi); w tym celu wyraz ¢(X) jako macierz
skladajaca sie z 4 zmiennych naturalnych, zapisz warunek na wyznacznik rowny 1.

e(b)M', gdzie M’ € M albo M = [1

Zadanie 8 Podaj algorytm przeksztalcajacy composition system rozmiaru n na SLP wielomianowego
rozmiaru. Jak maly moze by¢ stopien tego wielomianu? Jak szybki jest Twoj algorytm?

Zadanie 9 Podaj algorytm PSPACE dla ponizszego problemu réwnowaznoéci dwéch composition
systems.

Problem: Réwnowazno$sé Compositions Sytems

Wejscie: Dwa composition systems C i C’.

Cel: Rozstrzygnij, czy val(C) = val(C’).



Podaj réwniez algorytm w klasie coNP dla tego problemu.

Zadanie 10 Udowodnij, ze réwnanie stéw z n wystapieniami zmiennych i ustalonym rozwiazaniem s
ma najwyzej 2n réznych par krzyzujacych i najwyzej 2n réznych liter krzyzujacych.

Zadanie 11 Niech s bedzie najkrotszym rozwiazaniem réwnania stow u = v. Pokaz ze:

e Niech para ab dla a # b wystepuje w s(u). Udowodnij, ze ab ma wystapienie jawne lub krzyzujace
w s(u) lub s(v) (dla s).

e Jedli réwnanie zawiera stale, to istnieje rozwiazanie najkrétsze, takie ze dla a wystepujacego w
s(u) a wystepuje réwniez w u lub v, tj. ma wystapienie jawne.

e Niech af bedzie maksymalnym blokiem w s(u). Pokaz, ze a‘ ma wystapienie jawne, krzyzujace

lub jest prefiksem/sufiksem s(X) dla jakiej§ zmiennej X. (Czyli innymi stowy dotyka ciecia).
Moze byé pomocne patrzenie na ba‘c zamiast na samo a’.

Zadanie 12 Pokaz, ze mozemy odkrzyzowaé i skompresowaé¢ wszystkie bloki liter jednoczesnie, tj.
w ramach jednej procedury, ktora wypycha najwyzej jeden prefiks i sufiks z jednego wystgpienia
zmiennej.

Zadanie 13 Rozwazmy stowo w € X* takie, ze zadne jego dwie kolejne litery nie sa takie same.

Wystapienie pary ab w w jest pokryte przez partycje (X1,%9) jeSli a € X1 i b € 9. Pokaz, ze

. . . . . . . . |w|71 .  qe . . .

istnieje partycja ¥ pokrywajaca przynajmniej —5— liter w w. Podaj liniowy algorytm obliczajacy taka

partycje. (Mozesz zalozy¢, ze litery w w mozna sortowaé¢ w liniowym czasie przy uzyciu RadixSort).
Uogdélnij te obserwacje na réwnanie stéw z rozwiazaniem s (i nie wiecej niz n wystapieniami

zmiennych).
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Zadanie 14 Partycjg alfabetu X jest para alfabetéow (X1, %2) t. ze X1 U Xo = ¥ oraz X1 N Xy = 0.
Pokaz, ze mozemy odkrzyzowaé i skompresowaé zbior par {a;b; };c; réwnolegle, o ile a; € X1 oraz
b; € ¥y dla kazdego i € I.

Zadanie 15 Uzywajac Zadan podaj algorytm dla réwnan stéw ktéry przechowuje réwnanie
liniowej (wzgledem wej$ciowego réwnania) dlugosci; algorytm moze uzywaé dodatkowej pamieci w
czasie pracy, ponadto traktujemy bloki a* tak jakby mialy dtugosé 1. (To drugie to pewne oszustwo,
ale da sie je obejs$é, doktadne metody poznamy po6zniej.)

Zadanie 16 To zadanie jest troche niedookreslone, ale powinno da¢ sie je zrobi¢ ze wskazowkami
w tresci.
Pokaz, ze dla odpowiednio duzej stalej ¢, jesli réwnanie stéw ma dtugosé najwyzej cn? oraz najwyzej

n wystapien zmiennych to dla najkrétszego rozwiazania s zachodzi jeden z ponizszych warunkéw:
e istnieje para ab w s(u) ktora jest niekrzyzujaca;
e istnieje a niekrzyzujace, przy czym s(u) zawiera maksymalny blok a’ dla pewnego £ > 1;

e istnieje krzyzujace ab takie ze odkrzyzowanie go i skompresowanie pary ab réwnanie wcigz ma
dlugoéé nie wieksza niz cn?;

e istnieje krzyzujace a takie ze po odkrzyzowaniu i skompresowaniu jego blokéw rownanie wcigz

ma dtugoéé nie wicksza niz cn?.

Wykorzystaj te obserwacje do konstrukcji algorytmu dla réwnan stéow dziatajacego w niedetermini-
stycznej pamieci wielomianowe;.



Zadanie 17 (2 punkty) Celem tego zadania jest podanie algorytmu, ktéry wykonuje jedynie kom-
presje par, w tym dla par aa.

Powodem, dla ktoérego nie mozemy uzy¢ kompresji par aa jest naktadanie sie par aa, ktore powoduje
niejednoznacznos¢ rozkladu na takie pary; np. w réwnaniu a X = Xa wszystkie rozwiazania sg postaci
s(X) = d” i dla zadnego rozwiazania nie mozemy sparowad liter w X oraz aX tak samo.

Ten problem mozna jednak obejsé: zauwazmy, ze a oraz X sa przemienne, gdyz oba reprezentuja
bloki a. W zwiazku z tym mozemy zamieni¢ a X w Xa po lewej stronie réwnania, co nie zmienia
zbioru rozwigzan.

Pokaz, ze jesli dla ustalonej litery a dla kazdej zmiennej X albo:

1. s(X) nie ma a-prefiksu i a-sufiksu albo
2. s(X) jest blokiem a

to wtedy mozemy poprzestawia¢ w rownaniu zmienne i litery tak ze dostaniemy réwnanie dla ktérego
s wciaz jest rozwiazaniem a kompresja par aa jest jednoznaczna. W szczegdlnosci taka kompresja
powinna wypycha¢ po stalej liczbie liter z kazdej strony zmienne;j.

Pokaz, ze potem jest spelnione dla d’, ktére jest litera zastepujaca aa.

Aby uzyskaé¢ réwnanie spelniajace [[H2] wypychamy a-prefiksy i a-sufiksy ze zmiennych, ale ozna-
czamy je jako nowe zmienne.

Pojawia sie dodatkowy problem: w réwnaniu akumuluja sie litery powstate wskutek wypychania
liter z tych zmiennych. Aby sie z tym uporaé typujemy litery ktore reprezentuja skompresowane
bloki a: poczatkowo typujemy tylko litery a i zmienne spelniajace [2} potem dodatkowo dokonujemy
kompresji par w ktérych obie litery sa typowane, uzyskane litery tez sg typowane. Pokaz, ze [1| mozna
uogdlni¢: zmienna nie ma prefiksu ani sufiksu typowanej litery.

Zadanie 18 Zalézmy, ze rozwiazaliSmy Zadanie[I7} Korzystajac z tego algorytmu pokaz, ze najkrétsze
rozwigzanie rownania w stowach ma dtugos¢ najwyzej podwéjnie wykladnicza.
Na czym polega problem z uogdlnieniem tego argumentu réwniez na oryginalny algorytm?

Dotad zrobiliSmy wszystkie zadania



Zadanie 19 Moéwimy, ze rozwigzanie s réwnania stow u = v jest dobre, jesli:
e dla kazdej pary ab z s(u) para ta ma w s(u) lub s(v) wystapienie krzyzujace lub explicite;

e dla kazdego maksymalnego bloku a’, gdzie £ > 2, z s(u) blok ten ma w s(u) lub s(v) wystapienie
dotkniete (tj. krzyzujace lub explicite lub jest prefiksem lub sufiksem jakiej$ zmiennej);

e kazda litera z s(u) wystepuje w u lub v.

Pokaz, ze jesli algorytm z drugiego wyktadu rozpocznie od najkrotszego rozwigzania to odpowiadajace
rozwigzania uzyskane w kazdym kolejnym kroku sa dobre.

Zadanie 20 Pokaz ze ktorys z rozwazanych wariantéw algorytmu dla réwnan w stowach (wybierz ktéry
chcesz) moze by¢ uzyty do wygenerowania SLP rozmiaru poly(n,log V) dla najkrétszego rozwiazania,
gdzie N jest dlugoscia tego rozwiazania. Jak malty moze by¢ wykltadnik dla log N7
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Zadanie 21 (zrobione) Udowodnij nier6wnos¢ Hadamarda: dla macierzy kwadratowej N = (n”)i€ =1

zachodzi

Zadanie 22 (zrobione) Pokaz, ze wykladnicze ograniczenie na wykladnik okresowodci jest Scisle,
z doktadnoscia do stalej w wyktadniku.

Zadanie 23 Udowodnij, ze mozemy uzy¢ parametryzowania dlugoéci maksymalnych blokéw i za-
pisywania roéwnosci miedzy nimi réwniez w algorytmie rozwigzujacym réwnania w stowach: zamiast
zgadywacé dlugosci maksymalnych blokéw w czasie kompresji, okreél je jako £x i rx bedace zmiennymi
naturalnymi i zapisz réwnoéé¢ blokow jako uktad liniowych rownan Diofantycznych.

Pokaz, ze jesli rownanie stow jest zakodowane przy uzyciu m bitéw (w naturalnym kodowaniu) to
stworzony uktad réwnan liniowych ma O(m) bitéw.
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Zadanie 24 (zrobione) Udowodnij, ze mozemy sprawdzi¢ spelnialno$é uktadu liniowych réwnan
Diofantycznych w ktérym wszystkie state sa zakodowane unarnie w niedeterministycznej pamieci li-
niowej. Zarowno pamieé¢ wejscia jak i pamieé¢ algorytmu liczymy w bitach.
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Zadanie 25 Uzywajac ograniczenia na minimalne rozwigzanie uktadu liniowych réwnan Diofantycz-
nych udowodnij, ze podwdjnie wykladnicze ograniczenie na wielko$¢ minimalnego rozwiazania wynika
juz z pierwszej wersji algorytmu dla réwnan w stowach, prezentowanego na wykltadzie.
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Zadanie 26 Pokaz, ze wykladnicze oszacowanie na wykladnik periodycznosci (postaci opoly(n) ecy,
nie postaci 20(")) moze zosta¢ wyprowadzone z ograniczenia na dlugoéci maksymalnych a-blokéw dla
najkrotszych rozwigzan oraz algorytmu dla sprawdzania spelnialnosci rownan w stowach.
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Zadanie 27 (zrobione) Przypomnij sobie alternatywne sformulowania Lematu o okresowosci:

e Jedli stowo w ma okresy p, g takie ze |p| + |¢| < |w| to w ma tez okres dlugodci ged(|pl, |q|)-



e Dla dwbéch stow u, v jesli uv = vu to istnieje stowo w oraz liczby n, m takie ze u = w", v = w™,

tzn. sa one potegami tego samego stowa.

Udowodnij rownowaznosé tych sformutowan.
Przypomnij silne sformutowanie Lematu o okresowosci w dwoch wariantach (jak powyzej), pokaz
ich réwnowaznosc.

Zadanie 28 (zrobione) Pokaz, ze silny Lemat o okresowosci (w ktéryms ze sformulowan) wynika
ze swojej wersji w ktérej ged wynosi 1.

Zadanie 29 (zrobione) Udowodnij silna wersje Lematu o okresowosci w wersji z uv = vu.

Zadanie 30 (Inny dowéd Lematu o okresowosci), (zrobione) Dla danego stowa w[l..p + ¢]
o okresach p, ¢ takich ze ged(p,q) = 1 zdefiniujmy graf na pozycjach tego stowa poprzez: {i,j} jest
krawedzia wtw. |i — j| € {p,q}. Pokaz, ze ten graf jest cyklem. Wywnioskuj z tego, ze w € a* dla
odpowiedniego a.

Wzmocnij dowdd tak, aby dzialal tez dla stowa w = w[l..p+ g — 1]
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Zadanie 31 (zrobione) Udowodnij, ze u jest stowem pierwotnym wtw. wszystkie jego sprzezenia sa

parami rézne.
Niech u, v’ bedg sprzezone. Pokaz, ze u jest pierwotne wtw. u’ jest pierwotne.

Zadanie 32 (zrobione) Niech P bedzie stowem pierwotnym, W, W’ dwoma stowami o P-prezentacjach
(W) i (W'). Pokaz, ze P-prezentacja WW' jest jednej z ponizszych postaci:

o (WW');

), gdzie WW' =UV;

(
o (U,V
o (U,V), gdzie WW' =UPV;
o (U, Z,V), gdzie WW' =UZV.
Zadanie 33 (zrobione) Pokaz, ze dla P — stowa pierwotnego i W — stowa, P-prezentacja istnieje,
jest jedyna i moze by¢ obliczona zachlannie.
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Zadanie 34 (zrobione) Niech P bedzie stowem pierwotnym, W, W’ dwoma stowami o P-prezentacjach
Uoy ..., Uy iVo,...,V, (dla ciagéw ki,...,ky 1 l1,...,4, ). Pokaz, ze P-prezentacja stowa WW' jest
jednej z ponizszych postaci i ze ta postaé¢ zalezy tylko od U, and V.

o WW'=1[Uy,...,Up—1,V1,....V](k1,. .., ky—1,ky + €1+ ¢, la,...,0) dla pewnego ¢ < 3.
o WW' = [UOa BRI Uu—la U/7 VYI) SRR V:U](kla . >ku—17 ku+C, €1+Cl7€2? s 761}) dla pewnych C—|—C/ <2

e WW' = [Uy,..., Uy, U V' Vi,... . Vo|(k1,y .. ku—t1, by + ¢, 00 + ' 4o, ..., £4y) dla pewnych
c+c+c <2

e WW' =1[Uy,...,Uy_1, U, U" V' Vi,....,Vu](k1,. .. ku—1,ku,0,0,01,00,...,0,).
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Zadanie 35 (zrobione) Udowodnij, ze algorytm dla kwadratowych réwnan stéw mozna ulepszy¢
tak, aby zwracal skonczona reprezentacje wszystkich rozwigzan.

Zadanie 36 (zrobione) Rozwazmy nastepujaca ograniczona klase réwnan stow:



regularne kazda zmienna wystepuje najwyzej raz w kazdej stronie rownania;

zorientowane jesli dwie zmienne X, Y wystepuja po obu stronach réwnania to wystepuja w tej samej
kolejnosci, tj. X jest przed Y po lewej stronie wtedy i tylko wtedy, gdy X wystepuje przed Y
po prawej stronie.

Pokaz, ze rozstrzygalnosé takich réwnan jest w NP.
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Zadanie 37 (zrobione) Dla réwnania stéw
Ao XAy, . Ay, 1 XAy, =XB1...Bpy1XByy; , (1)

pokaz, ze jesli liczby wystapienn zmiennej po obu stronach réwnania sg rézne, innymi stowy: n4 # ng
to réwnanie ma najwyzej jedno rozwigzanie i mozna je podac i zweryfikowa¢ w liniowym czasie.

Zadanie 38 (zrobione) Pokaz, ze jesli mamy dany uklad réwnan stéw z jedna zmienna to mozemy
w liniowym czasie podaé i zweryfikowaé jedyne rozwiazanie lub podaé jedno, rownowazne réwnanie,
zmieniajac sumaryczng dlugoéé¢ jedynie o staly.

Zadanie 39 (zrobione) Pokaz, ze jesli w réwnaniu A = B w postaci obie strony réwnania maja
tyle samo wystapien zmiennej oraz ostatnie stowo po prawej stronie jest niepuste a ostatnie po lewej
puste, innymi stowy A, , = € # B,,, to to réwnanie mozna podzieli¢ na dwa réwnowazne wejsciowemu,
tj. jest réwnowazne pewnym dwém réwnaniom postaci A’ = B/, A" = B”, gdzie A= A'A” B=B'B".
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Zadanie 40 (zrobione) Zalézmy, ze réwnanie stéw Xp = ¢X jest spelnialne, gdzie X jest zmienna
a p,q — stowami. Pokaz, ze zachodza wtedy nastepujace warunki:

® P, q sa sprzezone; w szczegblnosci rowniez ich stowa pierwotne sa sprzezone.

e Istnieje dokladnie jedna para stéw (u,v) i liczba naturalna k > 1, takie ze uv, vu sa pierwotne i
k

p=(w)*, g = (vu)*;
e zbidér rozwiazan tego réwnania jest postaci (vu)*v; tj. kazde podstawienie s(X) € (vu)*v jest
rozwiazaniem oraz kazde rozwiazanie podstawia pod X stowo z (vu)*v.

Zadanie 41 (zrobione) Podaj liniowy algorytm konstruujacy tablice MP 7, dla danego stowa w.
Dla przypomnienia: dla stowa w[l..n] definiujemy

7[i] = max{j <i : w[l..j] jest prefikso-sufiksem w[l..7]} .

Zadanie 42 (2 punkty), (w trakcie robienia) Niech u,v,w beda slowami pierwotnymi, takimi
ze u? jest prefiksem v? oraz v? jest prefiksem w?. Udowodnij, ze |u| + |v| < |w].
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Zadanie 43 (zrobione) Zalézmy, ze dla danego slowa w w czasie O(n) jesteSmy w stanie skon-
struowaé strukture, ktéra dla dwéch danych indekséw i, 5 w czasie O(1) zwréci dlugosé najdtuzszego
wspélnego prefiksu stéw wli..n| oraz w(j..n]. Pokaz, ze w takim razie jesteSmy w stanie w cza-
sie O(n + nx logn) zweryfikowaé O(logn) kandydatéw na rozwiazanie réwnania w stowach z jedna
zmienna, z ktérych kazdy jest prefiksem Ay, zdefiniowanego jak w (|1)); dla przypomnienia ny jest
iloscig wystapien zmiennej w réwnaniu.


http://www.ii.uni.wroc.pl/~aje/WordEq2017/papers/Lothaire_Algebraic.pdf

Zadanie 44 (zrobione) Dla danych stéw pierwotnych Pi, ..., Py takich ze dla kazdego i zachodzi
P?C P2, oraz stowa w podaj algorytm o czasie dzialania O(|Py| + |w|) ktéry zwroci dla wszystkich
P,z Py,..., P, dlugos¢ P;-prefiksu stowa w.

Zadanie 45 (zrobione) Udowodnij, ze:

e dla dowolnego niepustego, czyli s(X) # €, rozwiazania réwnania pierwsza litera s(X) to
pierwsza litera Ag a ostatnia litera to ostatnia litera B,,.

e jesli Ap € a™ to s(X) € a™ dla kazdego niepustego rozwiazania (L.

o jedli pierwsza litera Ao jest a oraz Ag ¢ a™ to istnieje najwyzej jedno rozwiazanie s(X) € a™,
istnienie tego rozwiazania mozna sprawdzi¢ w czasie liniowym: O(|A| + |B|). Co wiecej, dla
s(X) ¢ at dlugosci a-prefikséw s(X) oraz Ay sa tej samej dtugosci.

Zadanie 46 (zrobione) Niech Ay € a™. Pokaz, jak policzy¢ wszystkie rozwiazania réwnania w
czasie liniowym.
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Zadanie 47 (zrobione) Na podstawie drugiego algorytmu dla réwnan stéw z jedna zmienna (tj.
kompresujacego i sprawdzajacego rozwiazania w czasie swej pracy) podaj alternatywny dowdd faktu,
ze réwnanie sléw z jedna zmienna ma najwyzej O(logn) rozwiazan oraz jedna rodzine rozwiazan
postaci {wFw’ : k> 1}, gdzie w' jest prefiksem w.
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Zadanie 48 (zrobione) Rozwazmy réwnanie stéw v = v z wieloma zmiennymi, takie ze:
e kazda uzyta zmienna wystepuje dokladnie raz w u i dokladnie raz w v;
e jedli X,Y wystepuja po obu stronach réwnania, to wystepuja w nich w tej samej kolejnosci

e jest po jednym pozytywnym wiezie regularnym na zmienna, tj. dla kazdej zmiennej X mamy
NFA Nx (Nx jest czescia wejsécia) i wymagamy, aby w rozwiazaniu s(X) € L(Nx).
Pokaz, ze spelnialnosé takich réwnan jest w NP.

Zadanie 49 (2 punkty), (zrobione) Rozwazmy system S réwnan postaci:

{YAX = XBY ()

YCX = XDY ~’

gdzie dodatkowo |A| = |B| < |C| = |D| oraz zakladamy, ze |s(Y)| < |s(X)|. Oznaczmy tez n =
|ABCD|.

Pokaz, ze zbiér podstawien pod X w rozwiazaniach tego uktadu zawiera sie w sumie nastepujacych
jezykéw:

o {(PT )" PV : j.k > 0}, gdzie p,q: stowa, ~(pCq), p'Cp, |pl, lg] € O(n) oraz 0 < a < n.
e O(n) jezykéw postaci {p/q : j > 0}, gdzie p, q: stowa, =(pCq), |p|,|q| € O(n).
e O(nlogn) jezykéw postaci {p}, gdzie p: stowo, |p| € O(n).
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Zadanie 50 (zrobione) Pokaz jak znalezé wszystkie rozwiazania réwnania Ss:

YAX = XBY | (S3)
gdzie A # B.
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Zadanie 51 Pokaz ze dla réwnania Sy:
YAX = XAY (S4)
kazde rozwigzanie jest albo postaci
s(X)=(2ZpY'Z s(Y) = (p2)"p

gdzie p jest stowem, |p| € O(|A]) za$ Z jest nowa zmienna za$ j, k: liczbami naturalnymi, lub istnieja
stowa p, q, |pq| € O(n) takie ze podstawienie pod X (lub pod Y') w rozwiazaniu jest z jezyka p*q.
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Zadanie 52 (zrobione) Rozwazmy réwnanie stéw z jedna zmienna, n oznacza jego dlugosé, ny:
liczbe wystapien X po jednej stronie réwnania. Réwnanie to dodatkowo zawiera ny wystapien znaku
Y, ktéry oznacza dane na wejsciu stowo p, gdzie |p| € O(n).

Podaj algorytm, ktéry podaje wszystkie rozwiazania tego rownania w czasie O(n+logn(nyx +mny)).
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Zadanie 53 (2 punkty) Jak w poprzednim zadaniu, rozwazmy réwnanie stéw z jedna zmienna, n
oznacza jego dlugosé, nx: liczbe wystapien X po jednej stronie réwnania. Réwnanie to dodatkowo
zawiera ny wystapieri znaku Y, ktéry oznacza dane na wejéciu stowo parametryczne p/q, gdzie |p|, |q| €
O(n).

Podaj algorytm, ktory podaje wszystkie rozwigzania tego rownania. Przez rozwiazanie rozumiemy
takie podstawienie s, ze dla pewnej wartosci jo € N podstawienie s(X) jest rozwiazaniem dla réwnania
w ktérym wszystkie wystapienia znaku Y zastgpimy slowem p’oq.

Jak dobrze potrafisz ograniczy¢ czas dziatania tego algorytmu?

Jedli to pomoze, to mozesz zalozy¢, ze P jest stowem pierwotnym.
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Zadanie 54 Niech jak w dowodzie dla systemu Sy, CD bedzie stowem pierwotnym, zdefiniujmy
v = (CD)'CA oraz w = B(CD)'C, przy czym i > 1+ 3[|CA|/|CD|]. Zatézmy, ze v,w sa pierwotne
(w szczegblnosci C'D nie jest pierwiastkiem pierwotnym v) oraz v = gh oraz w = hg. Pokaz, ze prefiks
v o okresie |C'D| i sufiks (tez v) o okresie |DC| nie moga na siebie zaj$¢ o |CD| (lub wiecej) liter.
Wywnioskuj z tego, ze |g| > |C'D|. Podobnie pokaz, ze C'D jest okresem g.



Zadanie 55 (zrobione) Skonstruuj nieskonczony uklad réwnan stéw (z nieskonczenie wieloma zmien-
nymi), taki ze kazdy jego skoniczony podzbidr jest spelnialny, natomiast caly uklad spelnialny nie jest.

Zadanie 56 (zrobione) Niech dany bedzie uklad réwnan stéw postaci
Xk = XEX X

dla k = k1, ko, k3, gdzie 0 < k1 < ko < k3 sg liczbami naturalnymi.

Pokaz, ze jesli réwnanie to ma nietrywialne rozwiazanie s nad dowolnym alfabetem (tj. takie, ze
nie istnieje w takie ze s(Xp), s(X1),...,s(X,) € w*) to ma tez nietrywialne rozwiazanie nad alfabetem
dwuliterowym.

Zadanie 57 (zrobione na wyktadzie) Pokaz, ze dla zadanego stowa w € I'*, gdzie identyfikujemy
I' C R z podzbiorem liczb rzeczywistych mozemy zmienié¢ alfabet (formalnie: mozemy podaé bijekcje
miedzy I a I”) tak aby > (w) = 0.

Zadanie 58 (zrobione) Moéwimy, ze stlowo w ma prefikso-sufiks, jesli istnieje v # € takie ze w =
vw' = vw”dla pewnych w’,w”. Pokaz, ze jeSli w ma prefikso-sufiks, to mozna je przedstawié jako
w = vuv dla pewnego v # € oraz pewnego u.

Zadanie 59 (zrobione) Niech w,w’ beda niepustymi stowami sprzezonymi oraz w = v’ dla pewnego
naturalnego 7 > 1. Pokaz, ze istnieja p, ¢, takie ze v = pq oraz w’' = (gqp)".

Zadanie 60 (zrobione) Pokaz, ze stowo Lyndona nie ma prefikso-sufiksu.

Zadanie 61 (zrobione) Podaj elementarny algorytm, ktéry dla danego stowa pierwotnego wyznacza
jego stowo Lyndona w liniowym czasie.

Zadanie 62 (zrobione) Pokaz, ze stowo w ma prefikso-sufiks wtedy i tylko wtedy, gdy jest podsto-
wem stowa u* dla pewnego k > 1 oraz u krétszego niz w, tj. |u| < |w|.

Zadanie 63 (zrobione) Rozwazmy zbiér formul postaci

311,12,...,3% QD(-fl, L2y vy l‘k)

gdzie ¢ jest bez kwantyfikatoréw, uzywa sp6jnikéw logicznych ze zbioru {A, V, =} a atomy to réwnania
uzywajace skwantyfikowanych zmiennych x1,zs, ...,z i statych z X*.
Pokaz, ze mozemy rozstrzygaé w PSPACE prawdziwosé takich formut.
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Zadanie 64 (zrobione) Pokaz, ze nie problem sprawdzenia prawdziwosci formuly postaci

dxy, w0, TR VTRg1, -, Thpep(21, X2, ., D)

gdzie ¢ jest bez kwantyfikatoréw, uzywa spéjnikéw logicznych ze zbioru {A,V} a atomy to réwnania
uzywajace skwantyfikowanych zmiennych x1,zo, ..., xgy¢ 1 statych z X%, jest nierozstrzygalny.

Jesli nikomu nie uda sie wersji z jedna alternacjg kwantyfikatoréw, to mozemy zrobi¢ z dwoma, tj.
formuta jest postaci

3wy, T2, TEVTRg 1, Dot TR o1, - - Thgtr (21, 25 -, Tg)
lub
vxl? Z2,... $k3$k+1, s 7mk‘+€vxk+é+17 s xk-‘rf-ﬁ-TSO(xla Z, ... 7':Uk‘)
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Zadanie 65 (Lemat Newmana), (zrobione) System przepisywania terméw S = {(¢;,7;)}ier
jest skracajacy, jesli (¢,r) € S implikuje |[¢| > |r|. S jest konfluentny, jesli dla wszystkich s,¢,u



spelniajacych s =% t i s =% u istnieje v, takie ze t,u —¢ v; jest lokalnie konfluentny, jesli dla
wszystkich s, ¢, u spelniajacych s =gt i s —g u istnieje v takie ze t,u =% v.

Pokaz, ze jesli S jest skracajacy to S jest konfluentny wtedy i tylko wtedy gdy jest lokalnie
konfluentny.

Wywnioskuj z tego, ze grupa wolna jest dobrze zdefiniowana, w szczegdlnosci, IRR(w) jest jedno-
znacznie wyznaczone.

Zadanie 66 (zrobione) Pokaz, ze jesli w grupie wolnej zachodzi ab = ¢, to istnieje r takie ze

oraz 'l jest nieskracalne, tj. IRR(a'b") = d'V’.

Zadanie 67 (zrobione) Pokaz, ze dla ustalonych A, ¢ dla dostatecznie duzego p istnieje zbiér
R = {ro,...,mz} C {a,b,a,b}™ ktéry jest dostatecznie losowy, tj. dla kazdego stowa w € {a,b,a,b}*
dtugosci przynajmniej m%w stowo w ma najwyzej jedno wystapienie w R U R.
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Zadanie 68 (zrobione) Pokaz, ze podane na wykladzie systemy przepisywania terméw:
Py = {rilriyy — rikrig1, Tirilr; — Tig kT )
gdzie 7,741 sa czescia zbioru dostatecznie losowego, za$ |¢| > 2, maja postaé¢ normalna.
-00k[eoRINS BG DYMOZDYSM

Zadanie 69 (zrobione) Pokaz, ze problem réwnari stéw w pélgrupie wolnej z inwolucja (czyli SUE")
w ktoérej inwolucja posiada punkty stale (tj. istnieje a takie ze a = @) mozna sprowadzi¢ do problemu
réwnan stow w (wigkszej) pélgrupie wolnej z inwolucja, ktéra nie ma punktéw statych. Uogdlnij swoje
rozwiazanie tak, aby dzialato tez w przypadku rownan z wiezami regularnymi.
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Zadanie 70 (zrobione) Pokaz, ze jedli dany jest homomorfizm z pélgrupy wolnej z inwolucja (SUX)*
w macierz Boolowskie (z operacjami logicznymi) p : (X UX)* — [[; By, xm, to mozemy zdefiniowaé na
macierzach Boolowskich inwolucje i zadaé¢ homomorfizm p' : (X U X)* — []; By s (czyli w wigksze

macierze), ktéry zachowuje inwolucje. Od inwolucji na macierzach wymagamy jedynie, by M=M ,
na wektorze macierzy powinna ona dziataé¢ po wspdlrzednych.
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Zadanie 71 (2 punkty) (zrobione) Pokaz, ze dla danego na wejsciu réwnania sléw z wiezami
regularnymi p : 3 — []; By, xm, (dla uproszczenia: bez inwolucji, ale powinno dzialaé tez z inwolucja)
mozemy rozszerzy¢ alfabet wejéciowy X o litery

{a; : T € HIB%mixmi istnieje stowo w € ¥* takie ze p(w) = 7}.
i

Pokaz, ze ustalone réwnanie jest spelnialne nad ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelnialne nad
tym rozszerzonym alfabetem. Zmodyfikuj algorytm sprawdzajacy spetnialnosé¢ réwnan stéw tak, ze
potrafi obstuzyé¢ wiezy regularne i ten alfabet. Czy dziata on w PSPACE?

Zadanie 72 (zrobione) Niech G1,...,G,, < G beda podgrupami G, Z° € G ustalonymi elementami
z G, zas$ i : G — G bedzie automorfizmem G takimi ze i(G;) = G;. Pokaz, ze

Y7 € G13Y5 € Gy ... 3Y,, € Gy, @(Yl,...7Ym,7)



zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

Y1 € G13Ys € Gy...3Y,, € Gy (Y1, ..., Y, i(2))

Zadanie 73 (zrobione) Niech G = (ci,...,¢y) bedzie grupa wolna. Rozwazmy h : G — G
zdefiniowany jako h(c1) = ge1g, gdzie g,g" € (ca,...,cm), oraz h jest identycznoscia na pozostatych
generatorach. Pokaz, ze h jest automorfizmem G (czyli izomorfizmem przeksztalcajacym G w G).

Zadanie 74 (zrobione) Niech G bedzie grupa wolna ktérej elementami sa nieskracalne stowa nad
Y U X! Pokaz, ze kazda funkcja f : ¥ — H, gdzie H jest grupg, przediuza sie do homomorfizmu
(tzn. istnieje homomorfizm h : G — H taki ze f = h [y).

Zadanie 75 Rozwazmy réwnania stéw nad (X U X)* z inwolucja bez punktéw statych. Dla litery a
jej a-quasioblok to dowolne stowo postaci (a@)’ dla ¢ > 1. Wystgpienie quasibloku jest maksymalne
(w slowie w), jesli nie ma dluzszego wystapienia quasibloku a zawierajacego dane wystapienie. Dla
rownania u = v oraz podstawienia s maksymalne wystapienie quasibloku jest jawne, jesli pochodzi
z réwnania, niejawne jesli pochodzi z podstawienia za jedno wystapienie zmiennej i krzyzujace w
pozostalych przypadkach. Litera a ma krzyzujace quasibloki (dla podstawienia s), jesli choé¢ jedno
wystapienie quasibloku jest krzyzujace.

Pokaz, ze jesli dla rozwiazania s a nie ma krzyzujacych quasiblokéw, to dla ponizszego algorytmu

Algorithm 1 QuasiBlockCompNCr(a)
1: for kazdego quasibloku a wystepujacego w u lub v do
2: for kazego ¢ do
3: niech ¢y, ¢ € ¥ U Y beda nieuzywanymi literami
4: zastap kazde maksymalne wystapienie (a@)’ w u lub v przez c,cg

zachodzi: réwnanie U’ = V' otrzymane po zastosowaniu algorytmu QuasiBlockCompNCr(a) ma
rozwigzanie s’ takie ze s'(U’) jest otrzymane przez kompresje quasiblokéw a w s(U). Co wigcej, jesli
réwnanie U’ = V'’ ma rozwigzanie, to rozwigzanie ma réwniez réwnanie U = V.

Zadanie 76 Rozwazmy réwnania stéw nad (X U X)* z inwolucja bez punktéw statych. Dla litery a
oraz slowa w definiujemy a@ prefiks w jako najdtuzszy prefiks w z jezyka (@ + €)(aa)*, analogicznie
definiujemy aa-sufiks (dla jezyka (a@)*(a + €)).

Pokaz, ze dla nastepujacego algorytmu:

Algorithm 2 QuasiPop(a)
1: for X € X do

2 niech p, s beda aa-prefiksem i sufiksem s(X) > Zgadnij
3 zamien kazde X w u i v przez pXs

4: if s(X)=¢€ then > Zgadnij
5: usun X z uiw

jesli U = V mialo rozwiazanie s to dla odpowiednich wyboréw niedeterministycznych otrzymane
réwnanie U’ = V/ ma rozwiazanie s’ takie, ze a nie ma krzyzujacych quasiblokéw oraz s(U) = s'(U’).
Z drugiej strony, jesli U’ = V' ma rozwiazanie, to ma je réwniez U = V.

Zadanie 77 Poprawnie zbudowany term to ukorzenione, uporzadkowane, etykietowane (elementami
z ¥) drzewo, w ktérym wierzcholek o etykiecie a ma ar(a) dzieci, gdzie ar : ¥ — N.

W problemie unifikacji (terméw) rozwazamy skoniczone uklady réwnan postaci {u; = v;}ier gdzie
ui, v; sa termami nad sygnatura X U X, gdzie X N X = (), a funkcja ar(X) = 0 dla kazdej zmiennej
X € X. Podstawienie s przypisuje kazdej zmiennej poprawny term nad ¥ (z funkcja arnosci ar [y).
Podstawienie jest rozwigzaniem, jesli po zamianie kazdego wystapienia zmiennej X przez term s(X)
réwnanie u = v jest spelnione.



Pokaz, ze problem unifikacji terméw mozna rozwiazaé¢ w czasie liniowym (byé moze bedziesz po-
trzebowaé kilku rozsadnych zalozen o modelu obliczen — maszyna RAM).

Pokaz tez, ze jesli ¥ zawiera choé¢ jeden symbol o arnoéci wiekszej niz 1 i choé jeden symbol
o arnosci 0, to problem unifikacji uktadow réwnan mozna sprowadzi¢ do problemu unifikacji jednego
réwnania.

Zadanie 78 (1 punkt za pierwszy podpunkt, 1 za pozostate) Rozwazmy uklady réwnan stéw,
w ktorych dodatkowo pozwalamy na wiezy postaci |X|, = |Y|p dla dowolnych zmiennych X,Y oraz
dowolnych liter a,b € X, ktéry oznacza, ze od rozwiazania s wymagamy, aby liczba liter a w s(X)
byla réwna liczbie liter b w s(Y"). Pokaz, ze:

e Te réwnania sa nierozstrzygalne.

e Pozostaja nierozstrzygalne, gdy wiezy moga by¢ tylko postaci | X|, = |X|p, tj. poréwnujemy
liczbe wystapien liter w zmiennej.

e Pozostaja nierozstrzygalne, gdy wiezy moga by¢ tylko postaci |X|, = |Y4, tj. poréwnujemy
liczbe wystapien ustalonej litery w zmiennych.
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Definicja 1. Rozwazmy réwnanie w stowach u = v (bez wiezéw czy inwolucji), niech ¥ bedzie
alfabetem réwnania. Niech s bedzie rozwiazaniem, za$ 3 U ¥ alfabetem tego rozwiazania (tj. ¥/ to
litery spoza réwnania, ktére s uzyte przez rozwiazanie). Jesli ¥/ # to s nazwiemy unifikatorem z
wolnymi literami Y. Rozwigzanie s’ jest instancjg unifikatora s, jesli dla kazdej zmiennej X mamy
§'(X) = ¢(s(X)) gdzie ¢ : (X UY) = (X UX)T przy czym ¢ nie jest permutacja na ¥ U Y oraz
jest stale na ¥ (innymi stowy s’ powstaje przez nietrywialne zastapienie wszystkich liter z ¥/ slowami
z X UY'). Rozwiagzanie jest minimalne, jesli nie jest unifikatorem ani instancja unifikatora. Jest
minimalnym unifikatorem jesli jest unifikatorem i nie jest instancja innego unifikatora.

Zadanie 79 Rozwazmy réwnanie a X = Xa. Pokaz, ze wszystkie jego rozwiazania sa minimalne.
Zadanie 80 Pokaz, ze jesli s jest unifikatorem to kazda jego instancja jest rozwiazaniem.

Zadanie 81 Niech s bedzie minimalnym unifikatorem réwnania v = v. Pokaz, ze dla kazdej wolnej
litery a istnieje zmienna X taka, ze a jest pierwsza lub ostatnia litera s(X).
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Zadanie 82 Uzywajac poprzedniego zadania pokaz, ze jesli s jest minimalnym unifikatorem réwnania
u = v to dla réwnania v’ = v’ uzyskanego z u = v przez wypchniecie z kazdej zmiennej pierwszej i
ostatniej litery (zgodnie z s) odpowiadajace rozwiazanie s’ (tzn. tego, dla ktérego s'(u') = s(u)) jest
minimalne.

Zadanie 83 Niech s bedzie minimalnym rozwigzaniem réwnania u = v za$ s’ bedzie odpowiadajacym
rozwigzaniem réwnania v’ = v’ otrzymanym po kompresji lub wypchnieciu liter ze zmiennej. Pokaz,
ze s tez jest minimalne.

Zadanie 84 Niech s bedzie minimalnym rozwiazaniem réwnania v = v. Pokaz ze :

o Jesli ab jest podstowem s(u), gdzie a # b, to ab ma wystapienie jawne lub krzyzujace w s(u) lub

s(v).

e Analogicznie, jesli a* jest maksymalnym powtérzeniem w s(u) to a wystepuje w u = v i istnieje
wystapienie maksymalnego powtérzenia a® w s(u) lub s(v), ktére jest jawne lub krzyzujace lub
jest prefiksem lub sufiksem jakiejs zmienne;j.



Zadanie 85 (2 punkty) Pokaz alternatywny dowdd, ze wariant liniowej monadycznej unifikacji
drugiego rzedu rozwazany na wyktadzie jest w NP; mozesz bez dowodu skorzysta¢ z faktu, ze jesli
mamy SLP A to SLP dla jego infiksu od i-tej do j-tej pozycji mozna policzyé¢ w czasie wielomianowym
od rozmiary SLP A.

e Chcemy pokazadé, ze istnieje rozwigzanie, ktore jest wyktadnicze; algorytm to dowodzacy moze
mieé¢ czas wykladniczy. Wtedy mozemy uzy¢ algorytmy dla réwnan stéw (dziala w czasie zalez-
nym od log N).

e Pokaz, ze jesli w grafie zaleznosci jest cykl o konkatenacji etykiet w to za jedna ze zmiennych
mozna podstawi¢ w*w’, gdzie w’ jest prefiksem w.

e Podstaw to stowo (trzymane jako SLP).
e Iteruj.

Sam algorytm moze by¢ wielomianowy, jesli przy wypychaniu liter ze zmiennej (gdy graf zaleznosci
ma krawedzie, ale nie cykle) wypychamy nie pojedyncze litery, ale dluzsze fragmenty, takie ze po
wypchnieciu pojawia sie nowa krawedz albo zostanie usunigta zmienna.

Zadanie 86 Udowodnij, ze wariant liniowej monadycznej unifikacji drugiego rzedu rozwazany na
wykladzie jest NP-trudny.

Zadanie 87 Rozszerz wariant liniowej monadycznej unifikacji drugiego rzedu rozwazany na wyktadzie
w ktérym réownania nie koncza si¢ L, tj. dopuszczamy réwnania postaci u = v dla u,v € (XUX)*. Za
zmienne wciaz mozemy podstawiaé to, co poprzednio. Pokaz, ze ten problem jest w NP.

Zadanie 88 Rozszerz wariant liniowej monadycznej unifikacji drugiego rzedu z Zadania zmienna
moze uzyé¢ swego argumentu w $rodku, ale najwyzej raz. Formalnie, dopuszczamy tez podstawienia
A-terméw postaci

Arv.owzw'  oraz  Az.wzw' L

gdzie w, w’ s stowami symboli o arnoéci 1. Np. podstawieniem za X moze by¢ s(X) = aa e bb i wtedy
s(Xcc) = aaccbb. Pokaz, ze ten problem jest w NP.

Zadanie 89 Rozszerz wariant liniowej monadycznej unifikacji drugiego rzedu rozwazany na wyktadzie:
zmienna moze mieé¢ wiele argumentéw, ale moze uzyé najwyzej jednego i najwyzej raz. Formalnie,
podstawienia sa A-termami postaci

AT1AT - - - Axp.wx;  oraz  AT1ATo - Arp.w Ll

Wtedy kazda zmienna ma okreslong arnosé i ilosé argumentéw musi byé prawidlowa, kazde strona
réwnania ma by¢ poprawnie zbudowanym termem. Np. réwnanie (zmienna X ma arno$é¢ 3)

X(aal)(al)(L) =aal

ma rozwigzania:

»

0 = Ar1A\x2A\x3.00 L

S9 = AT1 A2 A\x3.029

(X)
51(X) = Axy A\zodzs.xq
(X)
(X)

S3 = AT1A\T2AT3.0023

Pokaz, ze ten problem jest w NP.

Zadanie 90 Niech s bedzie najkrétszym rozwiazaniem wariantu liniowej monadycznej unifikacji dru-
giego rzedu rozwazanego na wyktadzie. Niech w¥ bedzie podciagiem s(X). Pokaz, ze k < 2" dla
pewnej stalej ¢, gdzie n jest suma dlugosci wszystkich réwnan w instancji.

Zadanie 91 Pokaz, ze systemy {u; = v;}icr U {au = av} oraz {u; = v; }ier U {u = v} sa réwnowazne,
jako instancje wariantu liniowej monadycznej unifikacji drugiego rzedu rozwazanego na wykladzie.



Pokaz, ze w ogdlnosci nie jest to prawda dla systeméw {u; = v;}ier U {Xu = Xv} oraz {u; =
v; Yier U{u = v}, gdzie X jest zmienna.

Zadanie 92 Niech w grafie zaleznoéci istnieje krawedz X — Y. Pokaz, ze dla kazdego rozwiazania s
tego systemu zachodzi:

o s(X) =w gdzie w' jest prefiksem w lub
e s(X) ma prefiks w (ten przypadek obejmuje tez s(X) = w.l).
W szczegblnodci, jesli X =5 Y oraz X Y Y to wtedy zachodzi przynajmniej jeden z warunkow:
e w jest prefiksem w’ lub
e ' jest prefiksem w lub

o s(X) jest prefiksem w' oraz w.

Zadanie 93 Niech A bedzie SLP a w stowem nad alfabetem ¥ definiowanym przez A. Zalézmy, ze
w w nie ma dwoch kolejnych identycznych liter. Podaj algorytm, ktéry wyznaczy partycje > na g i
¥, takie ze sposréd |w| — 1 par wli,i + 1] dlai =1,...,|w| — 1 przynajmniej wT_l z nich nalezy do
zbioru XpX1.
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Zadanie 94 Udowodnij, ze dla danego stowa t oraz wzorca p oraz pozycji ¢ pozycje wszystkich
wystapien p w t ktore zawierajg pozycje ¢ lub ¢ 4+ 1 stanowia jeden ciag arytmetyczny.

Zadanie 95 Podaj procedure, ktéra dla dwéch danych ciggéw arytmetycznych reprezentowanych
jako trojki: (pierwszy element, wzrost, ostatni element) zwrdci ciag arytmetyczny ich elementéw
wspolnych.



