ANALIZA MATEMATYCZNA
wykład dla Ir. informatyki

WYKŁAD 1

LICZBY RZECZYWISTE

1. Określenie i zapisywanie liczb rzeczywistych

O liczbach rzeczywistych będziemy myśleć jako o rozwinięciach (nieskończonych) dziesiętnych, lub jako o punktach linii prostej. Ten drugi sposób jest interpretacją geometryczną liczb rzeczywistych, w którym na prostej wybieramy punkt odpowiadający liczbie 0, na prawo od niego wybieramy drugi punkt odpowiadający liczbie 1, odległość pomiędzy nimi jest jednostką, według której dobieramy pozostałe punkty do odpowiednich liczb. Na prawo od 0 będą liczby dodatnie a na lewo ujemne. Ogólnie, liczba większa od innej będzie od niej na prawo na tej prostej. Liczba 0.5 będzie w środku pomiędzy 0 i 1. Wyznaczanie innych liczb polega na znajdowaniu ich jako długości geometrycznych, i odkładaniu ich na tej prostej względem zera. Na przykład, liczba 
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 jest długością przekątnej kwadratu o boku 1. 
Przykłady:  123,357290....; 45,97(4) = 45,9744444444... 

Zapis ten oznacza w rzeczywistości sumowanie nieskończonej ilości ułamków o podstawach 10, 100, 1000, 10 000, ..., czyli kolejnych potęgach liczby 10. Stąd też jest nazwa rozwinięcia dziesiętne.  

[image: image2.wmf]...

100000

7

10000

6

1000

5

100

4

10

3

12

...

345678

,

12

+

+

+

+

+

+

=


W zapisie dziesiętnym (jak wyżej) stosujemy następujące konwencje. 

a. część przed przecinkiem jest liczbą całkowitą, część po przecinku jest częścią „ułamkową” 

b. jeśli od pewnego miejsca po prawej stronie przecinka (=po przecinku) układ liczb powtarza się to ujmujemy go w nawias (jak powyżej w przypadku cyfry (4)); takie rozwinięcie nazywamy rozwinięciem okresowym, a powtarzający się układ cyfr nazywamy okresem.  

c. jeśli powtarzającą się cyfrą jest 0, np. 3,23400000...., to rozwinięcie takie nazywamy skończonym i piszemy 3,234000000... = 3,234. 

d. jeśli liczba ma od pewnego miejsca po przecinku powtarzającą się cyfrę 9, czyli jest postaci ...,abc...r999... = ...,abc...r(9), to utożsamiamy ją z liczbą która na miejscu tych dziewiątek ma zera, ale na poprzednim miejscu ma cyfrę o 1 większą: ...,abc...(r+1)00...= ...,abc...(r+1).

Przykład. Pokażemy równość 1 = 0,(9) = 0,99999..... . Tutaj okresem jest cyfra 9. 
sposób 1. 

niech x=0,(9), wówczas 10x=9,(9), gdyż mnożenie przez 10 przesuwa przecinek w prawo o jedno miejsce. Jeśli teraz odejmiemy prawe strony tych równości to otrzymamy 

9,(9) - 0,(9) = 9,0 = 9, natomiast odejmując lewe strony tych równości dostajemy 10x - x = 9x. 

Stąd 9x = 9, a więc x=1.

sposób 2. 

0,9999... = 9/10 + 9/100 + 9/1000 +  9/10 000 + ..... , czyli jest to suma szeregu (postępu) geometrycznego o ilorazie 1/10 i pierwszym wyrazie 9/10. Ze wzoru na sumę takiego postępu otrzymujemy 0,(9) = 9/10 : (1 - 1/10) = 1. 

2. Liczby wymierne

Te spośród liczb rzeczywistych które mają rozwinięcia okresowe, nazywają się wymierne. W szczególności są wśród nich te liczby rzeczywiste, które mają rozwinięcia skończone (okresem jest (0)). Oczywiście, równoważne z tym jest określenie że są to ułamki liczb całkowitych postaci n/k. Zbiór liczb wymiernych oznacza się Q (pogrubioną literą Q). 

Przykłady: 

1/3 = 0,(3) = 0,33333...

1/4 = 0,25

1/7 = 0,(142857) = 0,142857142857142857.....

Zasada przyporządkowywania ułamkowi 
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n

 rozwinięcia dziesiętnego wynika z dzielenia pisemnego n przez k.

Przykład: Pisemne dzielenie 1:7 zaczyna się od dzielenia 10:7, potem 30:7, itd; stąd mamy 

1:7 = 0,142857 i dalej pojawia się znowu dzielenie 10:7, co daje 1 i resztę 3, itd. 

ZADANIE 1. 

Znaleźć rozwinięcia dziesiętne ułamków postaci n/k dla n=1,2,3, oraz k=2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13. 

3. Liczby niewymierne  

Te liczby rzeczywiste, które nie są wymierne, a takie też są (!), nazywają się niewymierne. Dlaczego istnieją także liczby niewymierne? Według naszego określenia wystarczy uzasadnić że istnieją też rozwinięcia dziesiętne, które nie są okresowe. Podamy przykłady takich rozwinięć: x=0,1234567891011121314151617181920212223..... - liczba ta ma rozwinięcie składające się z kolejnych liczb naturalnych; y=0,101001000100001000001000000100000001.... - liczba ta po każdej kolejnej jedynce ma o jedno zero więcej niż po poprzedniej.  

ZADANIE 2. 

Pokazać, że powyższe rozwinięcie nie jest okresowe.

wskazówka: uzasadnić, że w powyższej liczbie są miejsca, w których występują po kolei dwa zera, trzy zera, cztery zera, itd., czyli że istnieją dowolnie długie „odcinki” złożone z samych zer; liczba która zawiera takie dowolnie długie odcinki zer nie może zawierać okresu (który jest powtarzającym się „odcinkiem” o ustalonej długości). 

ZADANIE 3.

Podać inne tego typu przykłady liczb niewymiernych. 

Inne przykłady liczb niewymiernych są bardziej popularne. Najbardziej znany wśród nich to 

. My podamy tutaj dowód tego że liczba 

jest niewymierna. Obrazuje on lepiej ideę dowodów niewymierności liczb postaci 

. W dowodzie tego twierdzenia korzystamy z pewnych własności liczb pierwszych, czyli takich które nie mają dzielników poza sobą (liczby 1 nie traktuje się jako dzielnika). Podstawową własnością jest ta, że jeśli liczba pierwsza 
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 dzieli iloczyn dwóch liczb 
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, to dzieli ona jedną z tych liczb: 
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.  Stąd indukcyjnie można wywnioskować, że  jeśli
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TWIERDZENIE 1.1

Liczba 

jest niewymierna.

dowód:

Uzasadnimy że ta liczba nie jest wymierna, a takie liczby pośród rzeczywistych nazywają się niewymierne. Gdyby ta liczba była wymierna, to byłaby postaci ułamka nieskracalnego 

, którego licznik 
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 oraz mianownik 
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 byłyby liczbami naturalnymi względnie pierwszymi: 
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. Podnosząc obie strony do potęgi 3 i przekształcając otrzymujemy równoważną równość 
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Teraz wykorzystamy twierdzenie o rozkładzie liczb naturalnych na czynniki pierwsze, które mówi że każdą liczbę naturalną można przedstawić w postaci iloczynu liczb pierwszych i rozkład taki jest jednoznaczny z dokładnością do kolejności występowania czynników pierwszych. Na przykład, dla liczby 100 mamy 

, a więc dwie dwójki i dwie piątki, w dowolnej kolejności. 

Patrzymy teraz na obie strony równości 

 i liczymy ilość piątek (można też liczyć dwójki), które występują w rozkładzie na czynniki pierwsze obu stron. Po pierwsze, lewa strona jest podzielna przez 5, więc i prawa strona musi być podzielna przez 5. Ale jeśli 5 dzieli 

 to także 5 dzieli a. Zatem liczba 5 występuje w rozkładzie liczby a na czynniki pierwsze. Niech więc ilość piątek w tym rozkładzie będzie k. Zatem 

dzieli a, ale żadna wyższa potęga liczby 5 nie dzieli liczby a. Stąd wynika, że 

 dzieli prawą stronę, czyli w rozkładzie prawej strony na czynniki pierwsze liczba piątek jest podzielna przez 3. Natomiast w rozkładzie na czynniki pierwsze liczby po lewej stronie liczba piątek daje przy dzieleniu przez 3 resztę 2, gdyż ilość piątek w rozkładzie liczby 

 jest podzielna przez 3, a do tego dochodzą jeszcze 2 piątki z rozkładu liczby 100. Zatem liczba czynników pierwszych równych 5 po lewej stronie jest inna niż po prawej stronie. Wynika stąd, że liczby po obu stronach są różne!

ZADANIE 4. 

Przeprowadzić analogiczny dowód niewymierności dla liczb postaci 

 gdzie n=2 , k= 56 , 35, 24 oraz n=5, k=7, 8, 10.

4. Działania na liczbach rzeczywistych. 
Liczby rzeczywiste można dodawać i mnożyć według znanych zasad. Wynikają stąd także możliwości odejmowania i dzielenia takich liczb przez siebie. Jedynym wyjątkiem jest niedopuszczalność dzielenia przez 0. 

Potęgowanie. 
Liczby rzeczywiste można też podnosić do potęg, jest to jednak sprawa dosyć zawiła. Najprościej jest z potęgami będącymi liczbami całkowitymi: każdą liczbę rzeczywistą można podnieść do dowolnej potęgi naturalnej: 
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 (liczba 

 pomnożona przez siebie n razy). Potęgi ujemne dają odwrotności liczb: 

, np.: 

 =  1/27. Ponadto, potęgi parzyste dają liczby dodatnie, np. 

. Natomiast potęgi nieparzyste zachowują znak liczby. Potęga zerowa liczby daje zawsze wynik 1: 

; w szczególności, zgodnie z tą konwencją, 

. 

Potęgi ułamkowe o wykładnikach postaci 

 nazywają się pierwiastkami stopnia n. Ogólnie dopuszczalne jest pierwiastkowanie liczb dodatnich, to znaczy że z każdej liczby dodatniej można wyciągnąć pierwiastek dowolnego stopnia, i wynik będzie liczbą dodatnią. Z liczb ujemnych można wyciągać pierwiastki stopni nieparzystych, i wówczas wynik jest liczbą ujemną, natomiast nie można (!) wyciągać pierwiastków stopnia parzystego z liczb ujemnych, gdyż wynik takiego działania, chociaż daje się zdefiniować, nie jest liczbą rzeczywistą (nazywa się go liczbą zespoloną). Jeśli chodzi o potęgi niewymierne to zajmiemy się nimi przy innej okazji. 

5. Porównywanie liczb rzeczywistych

Ważną cechą liczb rzeczywistych jest to że można je porównywać, czyli określać która z danych dwóch liczb jest większa. Wykonuje się to przez porównywanie cyfr ich rozwinięcia dziesiętnego, począwszy od początku w prawo. Dla liczb dodatnich ta liczba która jako pierwsza ma którąś z cyfr większą, ta jest większa. Na przykład: 239,002536781 < 239,002536981, gdyż na siódmym miejscu po przecinku liczba po prawej stronie ma cyfrę 9 a liczba po lewej stronie ma cyfrę 7, i jest to pierwsze miejsce na którym te liczby się różnią. Trzeba jednak uważać gdy porównuje się w ten sposób niektóre liczby wymierne, gdyż np. 1,1 = 1,0(9), chociaż powyższa metoda kazałaby stwierdzić, że 1,1 jest liczbą większą. Dla liczb ujemnych procedura porównywania jest odwrotna. 
Geometrycznie, jeśli myślimy o liczbach rzeczywistych jako o punktach linii prostej, to spośród dwóch liczb ta jest większa która leży bardziej na prawo.

Ogólnie, porównywanie określa się przy pomocy następującej definicji.

DEFINICJA 1.2.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y jest 

x > y jeśli x-y jest liczbą dodatnią

x 

 y jeśli x-y jest liczbą dodatnią lub zerem. 

Podamy teraz dwie najważniejsze własności liczb rzeczywistych, jako zbioru (oznaczanego IR- pogrubioną literą R). 

WŁASNOŚĆ 1.3. (Aksjomat Archimedesa).

Dla każdej pary liczb dodatnich x, y istnieje liczba naturalna n taka że nx > y.

Geometryczna intuicja tego aksjomatu jest następująca: jeśli mamy dwa odcinki długości x i y, to odkładając odcinek długości x obok siebie odpowiednią (=n) ilość razy otrzymamy w sumie odcinek o długości większej niż y. 

WŁASNOŚĆ 1.4 (Aksjomat ciągłości zbioru liczb rzeczywistych)

Dowolny ograniczony z góry podzbiór zbioru liczb rzeczywistych ma kres górny. 

Wyjaśnimy najpierw występujące tu pojęcia. Podzbiór nazywa się ograniczony z góry jeśli istnieje liczba rzeczywista, która jest większa (lub równa) od każdej liczby z tego zbioru. Taką liczbę nazywa się ograniczeniem od góry tego zbioru. Analogicznie określa się kiedy zbiór jest ograniczony z dołu i co to jest ograniczenie od dołu takiego zbioru. Zbiór, który jest ograniczony i z dołu i z góry nazywa się ograniczonym. Niektóre podzbiory zbioru IR są ograniczone, a inne nie. Na przykład, zbiór N liczb naturalnych nie jest ograniczony z góry, ale jest ograniczony z dołu przez każdą liczbę ujemną, np. przez -1. Zbiór Z liczb całkowitych nie jest ograniczony ani od dołu ani od góry. Zbiór liczb wymiernych x spełniających nierówność 

jest ograniczony z góry przez liczbę 3. 
UWAGA: Aksjomat ciągłości jest szczególną własnością liczb rzeczywistych. Zbiór liczb wymiernych nie ma tej własności, gdyż istnieją jego ograniczone podzbiory, które nie mają kresów (czyli takie, których kresy w zbiorze liczb wymiernych nie istnieją). 
ZADANIE 5. 

Udowodnić że zbiór liczb całkowitych nie jest ograniczony ani z góry ani z dołu. 

wskazówka: wykorzystać aksjomat Archimedesa. 

DEFINICJA 1.5.  (kres górny)

Liczba r nazywa się kresem górnym zbioru A ograniczonego z góry w zbiorze IR, jeśli jest ona najmniejszym ograniczeniem od góry tego zbioru: 

(i)  
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Kres górny zbioru A oznacza się sup A. (supremum zbioru A).  

DEFINICJA 1.6.  (kres dolny)

Liczba r nazywa się kresem dolnym zbioru A ograniczonego z dołu w zbiorze IR,  jeśli jest ona największym ograniczeniem od dołu tego zbioru: 

(i)  
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 Kres dolny zbioru A oznacza się inf A. (infimum zbioru A).

Najmniejsze ograniczenie od góry rozumiemy w sposób następujący: jeśli jakaś liczba s jest także ograniczeniem od góry zbioru A, to s 

 r, czyli s nie jest mniejsza od r. Analogicznie rozumie się największe ograniczenie od dołu. 

UWAGA. 

Istnienie kresu górnego zbioru ograniczonego A zależy od tego w jakim zbiorze rozpatrujemy A jako podzbiór. Mianowicie, jeśli A jest podzbiorem Q, to kres górny zbioru A w zbiorze Q musi być liczbą wymierną. Jeśli takiej nie ma, to kres górny zbioru A nie istnieje! Przykładem jest zbiór rozpatrywany poniżej w zadaniu 6. 

WŁASNOŚĆ 1.4 mówi więc także, że takie najmniejsze ograniczenie istnieje (!), czyli jest liczbą rzeczywistą.  Nie jest to prawdą dla podzbiorów liczb wymiernych. Mianowicie nie każdy podzbiór liczb wymiernych, który jest ograniczony z góry, ma kres górny w zbiorze liczb wymiernych (kres, który byłby liczbą wymierną!). 

ZADANIE 6. 

Pokazać, że żadna liczba wymierna nie jest najmniejszym ograniczeniem od góry zbioru liczb wymiernych x spełniających warunek 

. 

WŁASNOŚĆ 1.4 mówi że zbiór określony w zadaniu 6 ma kres górny, który jest liczbą rzeczywistą. Ponieważ nie jest to liczba wymierna (Zad. 6) więc jest to liczba niewymierna. Tą liczbę oznacza się 

: 

. 

ZADANIE 7.

Udowodnić, że każdy podzbiór zbioru liczb całkowitych, który jest ograniczony z góry, ma kres górny (który jest największą liczbą całkowitą w tym podzbiorze).

DEFINICJA 1.7.

Przedział (a,b) definiujemy jako zbiór tych liczb rzeczywistych x, które spełniają nierówność 

a < x < b

Analogicznie określamy przedziały domknięte [a,b] (poprzez słabą nierówność 

). 

ZADANIE 8.

Znaleźć kresy górny i dolny odcinka otwartego (1,2). 

ZADANIE 9.

Znaleźć kresy górny i dolny zbioru: A={1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ..., 1/n, ... } złożonego z odwrotności kolejnych liczb naturalnych. 

ZADANIE 10. 

Znaleźć kresy zbioru złożonego ze skończonej ilości liczb rzeczywistych: A={a,b,c,...,d}. 

ZADANIE 11. 

Udowodnić, że liczba 

 jest niewymierna. 

ZADANIE 12.

Udowodnić, że liczba 

 jest niewymierna. 

6. Wartość bezwzględna liczby rzeczywistej
Dla danej liczby rzeczywistej r jej wartość bezwzględna, zwana też modułem, jest to liczba dodatnia lub zero, oznaczana jest przez 

 i określona w następujący prosty sposób:

DEFINICJA 1.8. 




Z tej definicji wynika, że 

 dla dowolnej liczby rzeczywistej r. Wartość bezwzględna posiada następujące ważne własności:

TWIERDZENIE 1.9. 

Dla dowolnych liczb rzeczywistych r, s jest

a. 


b. 

 

c. 


d. 

 jest odległością pomiędzy punktami r oraz s prostej rzeczywistej

e. 


f. 


dowód: 

podamy tylko dowód punktu b. 

Jeśli liczby r i s mają ten sam znak (na przykład są obie ujemne) to 

. 


Jeśli mają znaki przeciwne, np. s < 0 < r, to liczba r+s jest albo dodatnia albo ujemna. Jeśli jest dodatnia, to 

 = r+s < r-s = r+(-s) = 

; jeśli natomiast jest ujemna, to 


 = -(s+r) = (-s)+(-r) < (-s)+r = 

. 

Jak widać z dowodu, równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy obie liczby mają ten sam znak. 

7. Część całkowita liczby rzeczywistej. 
DEFINICJA 1.10. (część całkowita)
Częścią całkowitą liczby rzeczywistej r, nazywamy liczbę całkowitą, oznaczaną [r],  określoną jako największa spośród liczb całkowitych nie większych od r. 

Z definicji tej wynika, że [r] = sup{n

Z: n

r } jest kresem górnym zbioru ograniczonego z góry, między innymi przez r. Zatem dla każdej liczby rzeczywistej r istnieje liczba całkowita [r].  

Przykłady:

[4] = 4; [1,234567 ] = 1; [-3,75 ] = -4. 

UWAGA. Dla liczb ujemnych część całkowita nie jest równa temu co w zapisie dziesiętnym występuje po lewej stronie przecinka. Jest tak tylko dla liczb dodatnich. 

Ponadto mamy:

TWIERDZENIE 1.11. 

Część całkowita ma następujące własności: 
a. 
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b. [r] = r wtedy i tylko wtedy gdy r jest liczbą całkowitą. 

dowód:

a. lewa nierówność wynika z określenia części całkowitej [r] jako liczby nie większej niż r, natomiast prawa wynika z tego, że liczba [r]+1 jest liczbą całkowitą większą od [r], więc nie może być mniejsza lub równa r, [r] jest bowiem największą z takich liczb. .

b. jeśli r jest liczbą całkowitą to spełnia nierówność r 

 r, i jest większa od wszystkich liczb całkowitych od niej mniejszych (tego dokładnie wymaga definicja!). Z drugiej strony, jeśli r = [r] to znaczy że r jest równe liczbie całkowitej (!) [r], więc jest liczbą całkowitą.

ZADANIE 13. 

Znaleźć części całkowite liczb postaci 

 dla liczb naturalnych n 

 15. 

(wskazówka: liczba 
[image: image20.wmf]n

4

 leży pomiędzy trzecimi potęgami dwóch kolejnych liczb naturalnych: 
[image: image21.wmf]n
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Na zakończenie podamy twierdzenie które mówi o tym, że podzbiór Q liczb wymiernych jest gęsty w zbiorze IR liczb rzeczywistych. 

TWIERDZENIE 1.12. 

W każdym przedziale otwartym (a,b) istnieje liczba wymierna. 

dowód: weźmy liczbę naturalną n większą od odwrotności liczby b-a: n > (b-a)

 (taka liczba istnieje na mocy aksjomatu Archimedesa(!), przyjmując x=1, y=(b-a)

). Wówczas 1/n < b-a, czyli a+1/n < b. Dalej mamy [na] 

 na <[na]+1, skąd  a < [na]/n+1/n 

a+1/n < b. Liczba ([na]+1)/n jest liczbą wymierną (licznik i mianownik są całkowite) leżącą pomiędzy a i b. 
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