
Okoªo 2 rozwi¡zania zadania nr 6 z egzaminu z MD(M) z dnia 05.02.2024

1. Rozwa»amy nast¦puj¡c¡ procedur¦ generowania zbioru niezale»nego A (b¦d¡c¡ podzbiorem/podobn¡ do sekwencyjnego
algorytmu kolorowania grafu): dan¡ mamy permutacj¦ σ wierzchoªków grafu; na pocz¡tku A = ∅; wykonujemy |V | kroków:
w i-tym kroku patrzymy na i-ty wierzchoªek z permutacji σ i dodajemy go do A, gdy mo»emy, tzn. gdy »aden jego s¡siad
nie jest ju» w A (i nie dodajemy w przeciwnym przypadku).

Losujemy permutacj¦ σ zbioru V (ka»d¡ z jednakowym prawdopodobie«stwem) i uruchamiamy na niej procedur¦. Wystar-
czy pokaza¢, »e warto±¢ oczekiwana E[|A|] jest nie mniejsza ni»

∑
v∈V

1
deg(v)+1 . (Skoro ±rednio jest co najmniej tyle, to dla

jakiej± permutacji procedura daje co najmniej tyle.)
Z liniowo±ci warto±ci oczekiwanej: E[|A|] =

∑
v∈V E[1(v ∈ A)] =

∑
v∈V P (v ∈ A), czyli wystarczy stwierdzi¢, »e

P (v ∈ A) ≥ 1
deg(v)+1 . (1 to indykator zdarzenia, zwany te» funkcj¡ charakterystyczn¡ (zbioru))

Dla dowolnego wierzchoªka v ∈ V i permutacji σ mamy, »e powy»sza procedura na pewno umieszcza v w A w przypadku,
gdy v pojawia si¦ w σ przed wszystkimi swoimi s¡siadami. Takie permutacje mo»na wygenerowa¢ nast¦puj¡co, poprzez
wstawianie kolejno wierzchoªków pomi¦dzy dotychczas ustawione (lub na pocz¡tek/koniec): stawiamy pierwszego s¡siada v
(1 sposób), potem drugiego s¡siada v po lewej lub po prawej stronie poprzedniego (2 sposoby), potem trzeciego po lewej, w
±rodku lub po prawej (3 sposoby), czwartego na 4 sposoby itd.; po wszystkich deg(v) s¡siadach v, wstawiamy v � musimy
postawi¢ go na pocz¡tku (1 sposób), a potem wstawiamy kolejno pozostaªe wierzchoªki w dowolne dost¦pne miejsce. Czyli
caªy czas mamy peªn¡ swobod¦ wyboru za wyj¡tkiem przypadku, gdy stawiamy v, który jest (deg(v) + 1)-szym ustawianym
wierzchoªkiem � wówczas mamy jedn¡ mo»liwo±¢ wyboru spo±ród deg(v) + 1 miejsc do wstawienia, wi¦c v pojawia si¦ przed
wszystkimi swoimi s¡siadami z prawdopodobie«stwem 1

deg(v)+1 . I st¡d wynika P (v ∈ A) ≥ 1
deg(v)+1 .

2. (Poni»ej, dla grafu G, przez V (G) oznaczamy zbiór jego wierzchoªków i degG(v) to stopie« wierzchoªka v w gra�e G.)
Rozwi¡zanie zachªanne: niech v ∈ V (G) ma najmniejszy stopie« w G, oznaczmy ten stopie« przez δ. Oznaczmy przez N

zbiór skªadaj¡cy si¦ z v i jego s¡siadów. Niech H to graf powstaj¡cy z G poprzez wyrzucenie zbioru N .
Wówczas ∑

v∈V (G)

1

degG(v) + 1
=

∑
v∈N

1

degG(v) + 1
+

∑
v∈V (G)\N

1

degG(v) + 1
≤ 1 +

∑
v∈V (H)

1

degH(v) + 1
,

gdzie ostatnia nierówno±¢ zachodzi, bo:
pierwszy skªadnik jest ≤ |N | · 1

δ+1 = (δ + 1) 1
δ+1 = 1;

drugi szacuje si¦ z tego, »e, po usuni¦ciu N z G, stopie« ka»dego wierzchoªka z V (G) \ N (równego V (H)) mo»e tylko
zmale¢.

I ta nierówno±¢ uzasadnia, »e mo»na u»y¢ indukcji: znajdujemy zbiór niezale»ny w H mocy ≥
∑

v∈V (H)
1

degH(v)+1 ,

dodajemy do tego v i dostajemy zbiór niezale»ny mocy ≥
∑

v∈V (G)
1

degG(v)+1 w G. (Podstaw¡ indukcji jest graf pusty.)

Komentarz: drugie rozwi¡zanie to wªa±ciwie wskazywanie konkretnej permutacji, dla której procedura z pierwszego
daje nie mniejszy zbiór niezale»ny ni» warto±¢ oczekiwana (najpierw v, potem jego s¡siady, potem indukcyjnie).

(DD)


