Okolo 2 rozwigzania zadania nr 6 z egzaminu z MD(M) z dnia 05.02.2024

1. Rozwazamy nastepujaca procedure generowania zbioru niezaleznego A (bedaca podzbiorem /podobna do sekwencyjnego
algorytmu kolorowania grafu): dana mamy permutacje o wierzchotkéw grafu; na poczatku A = (J; wykonujemy |V| krokow:
w i-tym kroku patrzymy na i-ty wierzchotek z permutacji o i dodajemy go do A, gdy mozemy, tzn. gdy zaden jego sasiad
nie jest juz w A (i nie dodajemy w przeciwnym przypadku).

Losujemy permutacje o zbioru V' (kazda z jednakowym prawdopodobienistwem) i uruchamiamy na niej procedure. Wystar-
czy pokazac, 7ze warto$¢ oczekiwana E[|A] jest nie mniejsza niz ), .y, Wi)ﬂ‘ (Skoro érednio jest co najmniej tyle, to dla
jakiej$§ permutacji procedura daje co najmniej tyle.)

Z liniowoéci wartosci oczekiwanej: E[[A|]] = > . E[l(v € A)] = > ., P(v € A), czyli wystarczy stwierdzi¢, ze
Pve A) > m. (1 to indykator zdarzenia, zwany tez funkcja charakterystyczna (zbioru))

Dla dowolnego wierzchotka v € V' i permutacji o mamy, ze powyzsza procedura na pewno umieszcza v w A w przypadku,
gdy v pojawia sie w o przed wszystkimi swoimi sgsiadami. Takie permutacje mozna wygenerowaé¢ nastepujaco, poprzez
wstawianie kolejno wierzchotkéow pomiedzy dotychczas ustawione (lub na poczatek/koniec): stawiamy pierwszego sasiada v
(1 sposob), potem drugiego sasiada v po lewej lub po prawej stronie poprzedniego (2 sposoby), potem trzeciego po lewej, w
srodku lub po prawej (3 sposoby), czwartego na 4 sposoby itd.; po wszystkich deg(v) sasiadach v, wstawiamy v — musimy
postawi¢ go na poczatku (1 sposob), a potem wstawiamy kolejno pozostate wierzchotki w dowolne dostepne miejsce. Czyli
caly czas mamy pelna swobode wyboru za wyjatkiem przypadku, gdy stawiamy v, ktory jest (deg(v) + 1)-szym ustawianym
wierzchotkiem — wowczas mamy jedna mozliwosé wyboru sposrod deg(v) + 1 miejsc do wstawienia, wiec v pojawia sie przed
wszystkimi swoimi sasiadami z prawdopodobienistwem m. I stad wynika P(v € A) > m.

2. (Ponizej, dla grafu G, przez V(G) oznaczamy zbior jego wierzchotkow i degq(v) to stopiert wierzchotka v w grafie G.)

Rozwiazanie zachlanne: niech v € V(G) ma najmniejszy stopien w G, oznaczmy ten stopien przez §. Oznaczmy przez N
zbior sktadajacy sie z v i jego sasiadow. Niech H to graf powstajacy z G poprzez wyrzucenie zbioru N.

Woéwczas
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gdzie ostatnia nieréwno$é zachodzi, bo:
pierwszy skladnik jest < |N| - Wll =(0+ l)ﬁ =1;
drugi szacuje sie z tego, ze, po usunieciu N z G, stopien kazdego wierzchotka z V(G) \ N (réwnego V(H)) moze tylko

zmalecé.

I ta nieréwno$¢ uzasadnia, ze mozna uzy¢ indukcji: znajdujemy zbior niezalezny w H mocy > 3, cv(m m,
H

dodajemy do tego v i dostajemy zbior niezalezny mocy > 3 w G. (Podstawa indukcji jest graf pusty.)
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Komentarz: drugie rozwigzanie to wlasciwie wskazywanie konkretnej permutacji, dla ktérej procedura z pierwszego
daje nie mniejszy zbior niezalezny niz warto$¢ oczekiwana (najpierw v, potem jego sasiady, potem indukcyjnie).
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