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1 Troszeczke teorii

1.1 Funkcje tworzace

Ciagi liczb czasem utozsamia sie z wielomianami lub szeregami. Dzieki temu dostajemy dla ciggow
mozliwos¢ korzystania z bogatszego aparatu matematycznego. Bywa, ze okazuje sie to pozyteczne.

Niech ag, ay, as, . .. bedzie nieskonczonym ciggiem liczb, nawet zespolonych, ewentualnie elemen-
tow jakiegos abstrakcyjnego ciata lub pierécienia. Z takim ciggiem wigzemy sume

iajxj. (1)

Sume ta mozemy rozumie¢ jako tzw. szereg formalny, czyli wzér, ktérym mozemy operowaé tak,
jak kazdym innym tego typu wzorem.

Jezeli wspoétezynniki a; liczbami rzeczywistymi lub zespolonymi, a wiec liczbami, dla ktérych
mamy wprowadzone pojecie granicy, to taki wzor moze definiowaé¢ funkcje

n

f(x)=> aa’ = ILI&Zajxj.
=0

=0

Nazywamy ja funkcja tworzaca ciagu ag, a1, as, . . .. Oczywiscie, f(0) = ag. Trzeba jednak pamietad,
ze granica, a wiec i funkcja tworzaca, moze nie by¢ okreslona. W szczegélnosci nie ma powodu, aby
funkcja tworzaca byta okreslona dla jakiejkolwiek liczby réznej od 0.

Wprowadzona terminologie rozszerzamy na przypadek szeregow formalnych. Nawet w tym przy-
padku szereg (1) okreslamy jako funkcje tworzaca i wzér uzywany w definicji funkeji traktujemy
jak funkcje.

Podobnie postepujemy w przypadku skonczonych ciggdéw. 7Z ciggiem ag, ay, as, . . ., a,_1 wigzemy
wielomian

n—1 )
Z a;x’.
j=0



Zaleznie od potrzeb wielomian ten rozumiemy jako wielomian formalny lub jako funkcje. Wielomian
ten mozna uwazac za szereg formalny, w ktorym wspotezynniki a,, oraz o indeksach wigkszych od
n sg rowne 0.

1.2 Szeregi formalne

Szeregi formalne dodajemy i mnozymy zgodnie ze wzorami

> aza? + bt =Y (a;+ by)a’
j=0 j=0 Jj=0

oraz

(i (ljl’j) . (OOO bjfL’j) = io(i aibj_i)xj.

= =0

Mozna przyjac, ze ten drugi wzor wynika z uogodlnionego prawa rozdzielnosci po pogrupowaniu
jednomianéw z tym samym wyktadnikiem:

(Z ajxj) . (Z bjxj) = acby + apbixz + agber® + agbsx® +..
3=0 j=0 + arbpr 4+ arbix® + arbyr® 4+ arbsxt + ..
+ CLQbQIQ + CLleIB + CLQleA + a2b3x5 +..
+ asbox® + asbiz* + asbex® + asbsx® +..

Szeregi formalne ze zdefiniowanymi dziataniami tworzg pierscien. Liczymy w nim podobnie
jak na wielomianach (w pierécieniu wielomianéw). W przeciwienstwie do pierscienia wielomianéw
jest w nim ,duzo” elementéw odwracalnych. W pierscieniu wielomianéw nad dowolnym ciatem
odwracalnymi sg tylko wielomiany stopnia 0, czyli state ag # 0. W pierécieniu szeregéw formalnych
odwracalnymi sg wszystkie szeregi z réznym od 0 wyrazem wolnym ag, w szczegdlnosci wszystkie
takie wielomiany.

1.3 Wazne wzory

Najwazniejszym wzorem bedzie nastepujacy:
(1—2z)> o’ =1. (2)
§=0

Latwo go sprawdzi¢. Algebraicznie on méwi, ze wielomian 1 — x jest odwracalnym szeregiem for-
malnym, pozwala wiec dzieli¢ przez 1 — x, podaje tez szereg odwrotny do 1 — x.
7 tego wzoru wynika kilka dalszych:

1—x

! —ixj. (3)



1 e
1_ax:j§)aj:cj. (4)
= Y1 )
1+ =

1 oy 1)l

=22 ]z:%)(] + 1)z, (6)
Mozna tez wyprowadzi¢ wzory na odwrotnosci dalszych poteg 1 — x, w szczegdlnosci

T = LU+ DG+ @

2 Roéwnania rekurencyjne

2.1 Definicje rekurencyjne

Ciagi liczbowe bardzo czesto definiujemy rekurencyjnie. Najprostsze definicje rekurencyjne sa po-
staci
agp = c oraz apy1 = F(a,,n),

gdzie ¢ jest dowolng liczba, a F' jest funkcjg liczbowg dwdch zmiennych. Oczywiscie, druga rownosé
w definicji zachodzi dla wszystkich mozliwych liczb naturalnych. Przyktadami takich definicji moga
by¢

ay =0 oraz any1 =a, +n

oraz
ayg =2 0raz apy1 = ai.

Bardziej skomplikowane maja postac
ap = Co, A1 = C1y..., A1 = Ck—1 @ OTAZ Qpyg = F(an, Gpy1y. .., nig—_1,M),

gdzie cg, c1, . . ., cp_1 sa dowolnymi liczbami, a F' jest funkcjg liczbowa k41 zmiennych. Przyktadem
definicji tego rodzaju moze by¢ definicja ciggu Fibonacciego

ay=0, ag =1 oraz api2 = any1 + ay,.

Jezeli dopuscimy stosowanie funkcji zaleznych od ciggoéw liczb, to bedziemy mogli stosowaé tez
definicje rekurencyjne postaci
a, = F(ag,a1,...,a,-1,n),

na przyktad

n—1
a, =1+ Z a;
i=0



lub

n
ay=1 oraz a,y1 = Zai
i=0

(z warunkowa definicja F).

2.2 Ciagi definiowane przez liniowag rekursje

W dalszym ciaggu beda nas interesowaty definicje za pomocg liniowej rekursji, a wiec majace postac
(g = Co, 41 = C1y. .., Q)1 = Ch_1 OTAZ Qpyik = Ugly + U1Gpi1 + - + Up_1Cnik_1, (8)

gdzie ¢y, ¢y, ..., C_1 OTAZ Ug, Uy, . .., U,_1 Sa dowolnymi liczbami.
Czasem beda nas interesowaly nieco ogdlniejsze definicje

ap = Co, a1 = C1, ..., Ak—1 = Ch—1 G OTAZ Qpif = Uy + Urlns1 + ... + Up_1Gpip—1 + g(N),

gdzie ¢y, ¢, ..., CL_1 Oraz ug, Uy, ..., u,_1 sg dowolnymi liczbami, a g jest pewna funkcja.

Najpierw zauwazmy, ze ciag ag, a1, as, . . . ma liniowg definicje rekurencyjng wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnych liczb vy, vy, ..., v takich, ze vy # 0, dla wszystkich liczb naturalnych n zachodzg
rownosci

k
Zvianﬂ« =0. (9)
i=0

Aby sie o tym przekona¢ w przypadku, gdy ciag ag, a1, as, . .. jest definiowany za pomoca liniowej
rekursji postaci (8), mozemy przyjacé, ze

v; =u; dla ¢ <k oraz v, = —1.
Odwrotnie, majac liczby v; takie, jak wyzej, to ciag ag, a1, as, . .. spetnia liniowe réwnanie rekuren-
cyjne postaci
Yo U1 Vg1
Oppk = ——0p — —Apy] — oo — —Qpig_1-
Uk Uk Uk

Zachodzi te nastepujacy lemat z dos¢ oczywistym dowodem

Lemat 2.1 Przyjmijmy, Ze mamy liczby vy, v1, ..., v takie, Ze vy # 0 oraz wielomiany

k k
v(x) = Zvi:l?i oraz v (x) = ka_ixi,
=0 i=0

Niech f bedzie funkcjqg tworzgceq ciggu ag, ay, as, ... Wiedy nastepujgce warunki sqg rownowazne
k
1) Zvianﬂ- = 0 dla wszystkich n € N (a wiec cigg ag,aq,as, ... ma liniowg definicje rekuren-
i=0

cyjng),



2) v (x) - f(x) jest wielomianem stopnia mniejszego niz k,

3) flx) = Tg(m) dla pewnego wielomianu g(x) stopnia mniejszego niz k. O

ev(x)
O wielomianie v(x) = ¥ , vz’ spetniajacym warunek 1) z powyzszego lematu, czyli réwnogci

(9), méwimy, ze anihiluje ciag ag, a1, as, . . .

2.3 Operacja rev

Operacja rev wielomianowi

stopnia k przyporzadkowuje wielomian

rev Z Ve zxi-

Definicja ta sprawia troche ktopotéw formalnych. W rzeczywistosci powinna by¢ definicja z para-
metrem k. Mniej ktopotéw sprawia dla wielomiandw, dla ktérych dodatkowo wyrazy wolne sa rézne
od zera. Wtedy bowiem wielomian v (z) tez jest stopnia k.

Zauwazmy, ze operacja rev ma nastepujace wlasnosci

1) v (z) = a*v(L) oraz v(x) = kv (1),
) (re)e(@) = v(z),

) (v w)™ (@) = (0 w)(x).

1) (0 4w (@) = (U + W) (a).

2

w

2.4 Wielomiany anihilujace

Przypomnijmy najpierw, ze z lematu 2.1 wynika, ze wielomian v(x) stopnia k anihiluje ciag
ag, a, as, ... wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn v"(x) - 322, a;x° jest stopnia mniejszego niz k.
Nietrudno stad wywnioskowaé¢ dwa fakty:

1) suma wielomianéw anihilujacych ciag ag, a1, as, . .. tez anihiluje ten ciag,

2) takze iloczyn wielomianu anihilujacego ciag ag, aq, as, . . . i dowolnego innego wielomianu ani-
hiluje ten ciag.



Algebraicy zbiér wielomiandéw o podanych wlasnosciach nazywaja idealem (w pierscieniu wielomia-
now). Latwo pokazaé, ze niezerowy element ideatu, minimalnego stopnia, dzieli kazdy inny element
ideatu. Jezeli dodatkowo przyjmiemy, ze ma wspotczynnik 1 przy najwyzszej potedze, to bedzie on
wyznaczony jednoznacznie. Taki wielomian w ideale wielomiandéw anihilujacych nazywamy anihi-
latorem.

Nietrudno zauwazy¢, ze wielomian staty 1, stopnia 0, jest anihilatorem ciggu 0,0,0,... stale
rownego 0. Wielomian x — 1 jest anihilatorem kazdego ciggu statego ¢, ¢, ¢, ... o wyrazach réznych
od 0. W konicu, wielomian x — a jest anihilatorem ciggéw c, ca, ca?, ca®, . . ., gdzie ¢ jest liczbg rézna
od 0.

2.5 Ciagi cykliczne

Zajmiemy si¢ teraz ciggami cyklicznymi, a wiec postaci
Cop,C1y.-+9yCk—1,C0,C15.+.,C—-1,C0,C145.-.,Ch—15.-.
taki ciag mozna definiowaé¢ rekurencyjnie przyjmujac
ap = Cp,a1 = C1y...,0_-1 = Cp—1 OrazZ GQpik = Qp.

Funkcja tworzaca takiego ciggu jest postaci

00 k—1
, . cotoar+...+cx
f@)=> aa" = (co+ar+...+ gz’ " = ] j; ;1; bl
i=0 j=0 -
Mamy wiec nastepujacy fakt:
Lemat 2.2 Cigg ag, a1, as, ... jest cykliczny i powtarza sie w nim cyklicznie k wyrazow wtedy i

tylko wtedy, gdy jednym z wielomianéw anihilujgcych tego ciggu jest % — 1. O
Na przyktad cigg definiowany wzorami
ay=1,a1 =2 oraz a,is = —apy1 — ay,

ma anihilator 22 + z + 1. Wobec tego, jednym z wielomianéw anihilujacych ten ciag jest x3 — 1.
Widag¢, ze jest to ciag
1,2,-3,1,2,-3,1,2,—-3,....

Funkcja tworzaca tego jest rowna

> . 1+2r-322 (1—-2)B3x+1) 3z +1
f(:v)—;ai:v— 1—a3 1— a3 o244l




2.6 Pewna wlasnosé¢ wielomianéw anihilujgcych

Lemat 2.3 Przypusémy, ze wielomian anihilujocy v(z) ciggu ag,aq,as, ... jest iloczynem dwdch
wzglednie pierwszych wielomiandw vy (x) i ve(x). Wtedy istniejg ciggi by, by, be, . .. oraz co, ¢y, Ca, . ..
anihilowane odpowiednio przez wielomiany vi(x) oraz vo(x) takie, Ze

a; =b; +¢
dla wszystkich naturalnych 1.
WeZzmy na przyktad cigg definiowany wzorami
ag = 2,a1 =5 0Oraz Gnis = dApi1 — 6ay,.

Anihilatorem tego réwnania rekurencyjnego jest wielomian

v(r) =2 —5r+ 6= (z —2)(z — 3).
Istnieja wiec ciag by, by, b, . . . anihilowany przez wielomian x — 2 oraz ciag cg, ¢y, o, . . . anihilowany
przez x—3 takie, ZQ a; = b;+c;. Wiemy juz, ze ciag anihilpwany przez x—2 jest postaci b, b-2,b-22, . ..
i ogblnie b; = b - 2". Podobnie, ¢; = c¢-3". Stad a; = b- 2" + ¢ - 3". W szczegdlnosci,

2=ay=b+c oraz 5=a; =2b+ 3c.

Nietrudno zauwazyé, ze b = ¢ = 1 oraz a; = 2 + 3°.

2.7 'Troche o wyrazeniach wymiernych

Jedna z metod uzasadniania lematu z poprzedniego rozdziatu korzysta z wtasnosci wyrazen wy-
miernych wykorzystywanych rowniez w rachunku catkowym.

Tzw. zasadnicze twierdzenie algebry stwierdza, ze dla dowolny wielomian w(x) o wspétezynni-
kach rzeczywistych (a takze zespolonych) daje sie przedstawi¢ w postaci

w(z) =alr —a)(r —az)...(x — ay)

dla pewnych liczb zespolonych ay, as, ..., a, (sa to pierwiastki wielomianu w(x)). Z tego wynika,
ze kazdy wielomian o wspotezynnikach rzeczywistych daje sie przedstawi¢ w postaci

w(x) =alr —ay) ... (x —an)(@® +bx+ci). .. (2° +br + ),

gdzie a, a;, b;,¢; € R oraz b7 — 4c¢; < 0. Oczywiscie, w tych przedstawieniach poszczegélne czynniki
moga sie powtarzac¢ kilkakrotnie.

Wielomiany x — a zawsze sa nierozktadalne, czyli nie daja sie przedstawi¢ w postaci iloczynu
wielomianéw mniejszego, ale dodatniego stopnia. W liczbach zespolonych sa to jedyne wielomiany



nierozktadalne (w zasadzie, jezeli nie rozwazamy wielomianéw dx — a z r6znym od 1 wspoélezynni-
kiem przy najwyzszej potedze x). W liczbach rzeczywistych nierozkladalnymi sg takze wielomiany
2% +bx +c o wspotezynnikach takich, ze A = b2 —4c < 0. Dowolne dwie potegi réznych wielomianéw
nierozktadalnych sa wzglednie pierwsze, a wigc nie maja wspolnego dzielnika bedacego wielomianem
dodatniego stopnia. Najwickszy wspolny dzielnik wielomiandéw mozna znalezé¢ uzywajac algorytmu
Euklidesa.

Przypusémy, ze mamy funkcje wymierna (czyli iloraz wielomianéw)

w(x)
v1(z)va(z)vs(x) ...
taka, ze wielomiany vy (z), va(2), v3(z), ... sa parami wzglednie pierwsze. Wtedy 1 = us(x)vy(z) +
uy(z)[va(x)vg(z) . ..] dla pewnych wielomiandw wuy (), us(z) oraz
w(x) _ w(x)uy () w(x)us(z)
v1(2)ve(z)v3() . .. v1(x) vo(x)v3(x) ...

a po kilkakrotnym wykonaniu takich przeksztatcen:

w(z) _w@u(z) | w@uy(r)  wz)uy(r)

vi(z)vg(z)vs(x) ... () vg(x) v3(x)

+ ...

Stad wynika, ze dla liczb zespolonych kazda funkcja wymierna daje sie przeksztatci¢ do postaci

w(z) w(x)  u() us(x)

v(z) (z—a)k(x—-0b)... (z—a)k (z—bl

Ten sam wzér bedzie stuszny dla liczb rzeczwistych pod warunkiem, ze wielomian v(x) bedzie
iloczynem jednomianéw. Ogélny wzor dla liczb rzeczywistych ma postac

w(z) w(z) u(x) ug ()

v(x)  (r—a)f(x?+bx+c)... (x—a) (224 bx+c)

Majac funkcje wymierng z potega w mianowniku mozemy przeksztalcaé ja w nastepujacy spo-
s6b:
w(x) _ wi—1(z)v(z) + re(2) _ wp—1(x)  ri(x)
vk (z) vk(x) v (x)  ok(z)’
gdzie ri(x) jest reszta z dzielenia w(x) przez v(zx). Powtarzajac to przeksztalcenie otrzymujemy
wzor

w(xz)  wi_q(z)  rE(x) r1(z) ri(z)

= + =...=wylxr)+ + ...+
vk(z) vk Nz)  vk(2) ol) v(x) vk(x)’
w ktérym wielomiany r;(x) sa stopnia mniejszego od stopnia v(zx).
Laczac oba omowione sposoby przksztatcania wyrazen wymiernych otrzymujemy, ze jezeli wie-
lomian v(x) jest iloczynem jednomianéw (a wiec dowolnym wielomianem przy zalozeniu, ze mamy




prawo postugiwaé sie liczbami zespolonymi), to wyrazenie wymierne z wielomianem v(x) w mia-
nowniku mozna przeksztatci¢ do postaci

w(z) w(z) Ay Ay B B
= = . .. (1
v(x)  (z—a)k(x—=0)... wo(x)+a7—a+ +(:p—a)’“+x—b+ +(a:—b)l+ (10)
dla pewnych liczb Ay, ..., A, By,..., By, .... Jezeli nie chcemy postugiwaé sie liczbami zespolony-

mi i wielomian v(x) nie jest iloczynem rzeczywistych jednomianéw, to funkcje wymierna mozna
przeksztaltci¢ do postaci

w(x) w(z) _

v(z) (z—a)(@2+br+o)l...
— wo(x) + 4y BietC |, _BetG -
- r—a  (r—a) 22+br+c T (224 bz +c)

dla pewnych liczb Ay, ..., Ag, By, ..., B, C1,...,C, ... Sktadniki prawych stron wzoréw (10) i (11)
nazywamy utamkami prostymi.

Latwo zauwazy(¢, ze jezeli wy(x) # 0, to we wzorach (10) i (11) stopniefi wielomianu w(x) bedzie
réwny przynajmniej stopniowi v(x). I odwrotnie, jezeli stopien w(x) bedzie mniejszy niz stopien
v(x), to wy(z) = 0.

Jest kilka metod szukania przedstawien wyrazen wymiernych w postaci sumy utamkoéw prostych.
Zawsze mozemy przeprowadzi¢ wyzej opisane przeksztatcenia. Mozemy tez lewe strony wzorow
(10) lub (11) sprowadzi¢ do najmniejszego wspolnego mianownika, Wspo6tezynniki otrzymanego w
ten sposob licznika poréwnaé ze wspétezynnikami wielomianu w(z), a nastepnie z otrzymanego
w ten sposob uktadu réwnan wyliczyé potrzebne liczby. W koricu, mozemy we wzorach (10) lub
(11) podstawi¢ za z dostatecznie duzo, starannie dobranych wartosci, umozliwiajacych poprawne
i mozliwie proste oblicznia, a potrzebne wspoétczynniki wyliczamy z otrzymanych w ten sposéb
rownan.

3 Zadanie 7 (lista 5)

Bedziemy rozwigzywaé nastepujace zadanie:

Zadanie 3.1 Jezeli a,, = n mod 3, to spelnione nastepujace réwnosci
Qni3 = Gy oraz ag = 0,a1 = 1,a9 = 2.

Rozwiaz podane réwnanie rekurencyjne.

Metoda moze jest zbyt skomplikowana.



3.1 Dwa wielomiany

W tym rozdziale bedziemy zajmowac sie ogbdlnymi réwnaniami rekurencyjnymi postaci
Qptk = Vgp—10n+k—1 T Vk—20n+k—2 + - .. + VoQp, (12)

gdzie vg # 0. Jest to chyba dostatecznie ogdlna posta¢ réwnan rekurencyjnych nazywanych jedno-
rodnymi (liniowymi). Z takim réwnaniem mozna zwiaza¢ dwa wielomiany

w(r) =1 — vp_1@ — Vp_ox® + ... — vox* (13)

oraz
w'(z) = oF — 2P — T — . (14)

Dla Czytelnikow tego tekstu wazniejszy bedzie wielomian (13). Bedzie on nazywany wielomianem
réwnania (zwiazanym z réwnaniem) (12). W teorii zwykle za wazniejszy uwaza si¢ wielomian (14)
i nazywa si¢ go anihilatorem lub wielomianem charakterystycznym réwnania (12). Zaltozylismy, ze
0 nie jest pierwiastkiem zadnego z tych wielomianow.

Na definicje tych wielomianéw mozna tez patrzy¢ jak na definicje, ktéra wielomianowi w(z)
przyporzadkowuje wielomian w™"(z). Oczywiscie, (w™") " (x) = w(x).

Waznym zadaniem jest szukanie pierwiaskow wielomianéw, czyli szukanie przedstawien (w przy-

padku wielomianu (13)) postaci
k

w(z) = vy H(w — ;).

1=0

Ze wzgledu na wzér (4) dla nas wazniejsze beda przedstawienia w postaci

k

w(z) = £ [[(gz —1).

i=0
Znajac pierwiastki w(z) tatwo znajdujemy przedstawienie tej postaci

k k
w(z) =v [[(z —pi) =% H(ix —1).
i=0 i=0 Di
Latwo tez zauwazy¢, ze wspotezynniki ¢; tego przedstawienia sg doktadnie pierwiastkami wielomia-
nu w"(x). Jest to wazna wlasnosé anihilatora.
Z rozwigzywanym rownaniem rekurencyjnym a,.3 = a, lub a, 3 — a, = 0 wiazemy wiec dwa
wielomiany
1—2a° (15)

oraz



Pierwszy z wielomianéw (czyli (15) w konkretnym przypadku) rozklada sie w nastepujacy sposob

G [

1—x3:(1—:17)(x2+x+1):(1—x)(a: 5 5

Widad, ze iloczyn zespolonych pierwiastkéw tego wielomianu jest réwny 1 (kazdy z tych pierwiast-
kéw jest odwrotnoscia drugiego), a wiec drugi z wielomianéw ma prawie taki sam rozktad w postaci
iloczynu. Wobec tego

l-2=(1-2)(2*+2+1)=(1-2) <_1+2i\/§x—1> <_1_2i\/§x—1>.

Zauwazmy jeszcze, ze wielomian (15) w rozwiazywanym zadaniu jest iloczynem parami roz-
nych jednomianéw. Jest to co$, co upraszcza nieco dalsze rozwazania i powoduje, ze ewentualne
uogolnienia okaza sie bardziej skomplikowane.

3.2 Funkcja tworzgca jako suma utamkoéw prostych

Bierzemy ciag ag, ay, as, . . . spetniajacy dla wszystkich n € N réwnos¢ a,, 3 = a,, i funkcje tworzaca
fl@)=2_a;2’.
5=0
Obliczmy iloczyn wielomianu® (15) i funkcji f(x):

o o [e.e] o
(1—2%)f(x) = Zajxj - Z%fﬂjH = ap + a7 + axz” + Z a;z) — Zajxj+3 =
Jj=0 =0

j=0 Jj=3
o o0
2 13 i3 2
=ao+ @z + ax® + Y a3’ =D a2 = ag + gz + axa”
Jj=0 j=0

Stad i z rozdziatu 2.7 o wyrazeniach wymiernych otrzymujemy, ze

g+ ayx + aza® A B C

1_ 3 :1_x+x_71+2i\/§ 71722‘\/?3

(=)

€xr —

dla pewnych A, B i C. Sposéb obliczania liczb A, B i C' zostal opisany we wspomnianym rozdziale.

"'Wielomian ten zostal wskazany, ale mozna go tez wyprowadzi¢ w nastepujacy sposéb: f(z) = ag +a1x + agx? +
Z;io ajr309t3 = ag + a1 + agx® + 23 Z(;io ajz? = ag + a1z + asx® + 23 f(z). Wielomian (15) znajdziemy po
przeniesieniu wyrazéw z f(z) na jedna strone réwnosci i wylaczeniu tego wyrazenia.



3.3 Przeksztalcanie sum utamkéw prostych w szereg

Teraz mozemy skorzystaé¢ z wzoru (3) i sume trzech utamkéw prostych po drobnych przeksztatce-
niach zamienimy na sume trzech szeregéw formalnych. Zauwazmy, ze

B —& B (1Y = (1N
= —_ —— — :_B — ]'
T—b 1-2 bz(b)x Z(b) !

b §=0 j=0

Wobec tego

ap + ax + agx? &
fz) = =>

1 — a3 2 2

. j+1 . j+1
1 —iv3Y’ —1 3 :
A_B<Z\/_> _O<+Z\/_> ]xj.
Poréwnujac wspotezynniki szeregéw po obu stronach réwnosci otrzymujemy,ze

. n+1 . n+1
anzA—B<_1_2“/§> _C<w> . (16)

Przy okazji zauwazmy, ze nie tylko rozwiazaliémy interesujace nas réwnanie (z doktadnoscia
do ustalenie trzech wspoétezynnikéw), ale zrobiliSmy to ogblna metoda, ktéra mozna tez stosowaé
w innych przypadkach. ZnalezliSmy takze ogdlny sposob wyrazania rozwigzan takich réwnan za
pomoca potegowania.

3.4 Kolejny sposéb znajdowania wspotczynnikéw
Wspotezynniki A, B i C' mozna tez wyliczy¢ uktadu réwnan

103 —1+¢\/§C

ag = A— 5 B — 5
o — A (—1 —41'\/§)2B - (—1 +4z'\/§)20 an)
ay = A— (=1 _8iﬁ)33 — (-1 +8i\/§)30,

czyli z wzoréow (16) dlan =0,11 2.

Nietrudno zauwazy¢, ze pojawiajace sie w tym réwnaniu wspotezynniki sg zespolonymi pier-
wiastkami trzeciego stopnia z 1. Wiadomo tez suma pierwiastow trzeciego stopnia z 1 jest rowna
0. Te informacje pozwalaja tatwo rozwiazaé¢ uktad (17). Jest on réwnowazny uktadowi

_ _. 2 _ .
o C1ER L (C1+ivE)
4 4
GQZA—B—C.

CL[):A—

2
C




Sumujac te trzy roéwnania wyliczamy, ze

ag + a1 + as

A — f — 1.
Teraz z ostatniego réwnania otrzymujemy, ze B + C' = —1. Mnozac drugie réwnanie przez A_T“/g
dostajemy, ze B = 1%"50. Stad C' = 3:1.%/5 = _3_6i*/§ oraz B = _?’J“T"‘/g. Tak wiec
W 3IVE (13 “1+3+n@ —1+iv3\"" (18)
" 6 2 6 2
albo po drobnych przeksztatceniach
a, =1+ 3 5 — 3 5 : (19)

Zauwazmy jeszcze, ze oprocz rozwigzania zadania otrzymaliSémy cos dodatkowego. Z przedsta-
wionego rozumowania wynika, ze wzor (16) podaje ogélne rozwiazanie rownania rekurencyjnego
any3 = a,. Dowolny ciag spetiajacy te réwnosé¢ dla wszystkich n € N daje si¢ przedstawi¢ w po-
staci (16) dla pewnych wspotezynnikéw A, B i C. Zalezno$¢ miedzy poczatkowymi wyrazami ciagu
ag, a, az, . .. 1 wspdétezynnikami podaje réwnanie (17). Widaé, ze wyznacznik macierzy gltéwnej te-
go uktadu jest wyznacznikiem Vandermonde’a (kolumny zawieraja kolejne potegi parami réznych
liczb), jest on rézny od zera, a to powoduje, ze dla dowolnych wyrazéw wolnych réwnanie (17) ma
doktadnie jedno rozwiazanie. Takze odwrotnie, dla dowolnych wspotezynnikéw wzor (16) definiuje
ciag spehiajacy réwnosci a, 3 = a, z wyrazami poczatkowymi danymi wzorami (17).

3.5 Algorytm znajdowania rozwigzania ro6wnania rekurencyjnego

Przedstawione rozumowanie dowodzi pewnej zalgorytmizowanej metody rozwiazywania liniowych
rownan rekurencyjnych takich, jak w naszym zadaniu. Aby rozwigzaé takie rownanie wystarczy

Krok 1. anihilator (14) przyréwnujemy do 0 i rozwiazujemy otrzymane rownanie; w rozwazanym za-
daniu przypadkiem réwnanie to jest identyczne z (15), jego rozwiazaniami sg liczby

—1+414v3 —1—iVv3
2 2

aby rozumowanie bylo poprawne, wielomian (14) powinien by¢ iloczynem jednomianéw o
roznych pierwiastkach;

pr=1 p= oraz p3 =

Krok 2. bierzemy ciagg

—1—iv3\" —1+iv3\"
an:Ap’f+Bp§+Cp§:A+B<2Z\/_> —l—C(Z\/_) ;

2 I

Krok 3. uktadamy i rozwiazujemy réwnania analogiczne do (17).



4 Zadanie 6 (c)

Zmajdz rozwiazanie réwnania
_ on+1
Ap42 = 2 — Qpy1 — Ap (20)

takie, ze ag =11 a; = 1.

4.1 Pierwsze podejscie
Moze zamiast ciagu a, szukac ciagu b, = 5. Ten drugi ciag powinien spetnia¢ réwnanie

2n+1 — Apy1 — Qp . 1 bn+1 bn

buys = — o
+2 on+2 2 2 4

ktore wydaje sie prostsze, i warunki poczatkowe by = 1 oraz b; = % Jezeli znajdziemy taki ciag,
to ciag a, = 2"b, bedzie rozwiazaniem naszego zadania. Ten pomyst wykorzystuje szczegdlne
wlasnodci wyrazenia 2" 1 malo istotnie upraszcza wyjsciowe réwnanie (zastepuje 2" przez stata).

4.2 Kolejne spostrzezenie
Rozwazmy réownanie rekurencyjne
Atz = Panyr + qay + g(n) + h(n) (21)

z jakimi$ warunkami na ag i a;. Liczba sktadnikéw obu rodzajow po prawej stronie réwnania moze
by¢ inna, dla ustalenia uwagi i uproszczenia wzieliSmy po dwa sktadniki, g i h oznaczajg dowolne
funkcje.

Z tym réwnaniem mozna zwigzaé trzy inne:

Ons2 = Plnyr + qan + g(n) (22)
Apyo = PApy1 + qa, + h(”) (23)
pt2 = PApy1 + qay (24)

(w pierwszych réwnaniach bierzemy po jednej funkcji). W dalszym ciagu A,, bedzie oznaczaé n-ty
wyraz pewnego rozwigzania réwnania (24), G,, — rébwnania (22), a H,, — réwnania (23).
Bez trudu dowodzi sie, ze kazdy ciag o wyrazach

spelia réwnanie (21). Wobec tego, jezeli wezmiemy jakiekolwiek rozwigzania réwnan (22) i (23), i
znajdziemy rozwiazanie réwnania (24) spelniajace warunki

AOICLO—GO—HO oraz Alzal—Gl—Hl,

to suma tych trzech rozwiazan bedzie szukanym rozwiazaniem réwnania (21).



4.3 Zastosowanie spostrzezenia

Najpierw zauwazmy, ze ciag
2
b, = =2"
7

spelnia réwnanie (20).
Wobec tego, aby rozwiaza¢ to rownanie powinni$my jeszcze znalezé¢ rozwiazanie rownania

Cni2 + Cpy1 + ¢y = 0

~|w

spetniajace warunki ¢y = % ic =
Zgodnie z metoda z rozdziatu 3.5, aby znalez¢ interesujacy nas ciag, rozwiazujemy réwnanie

l+z+22=0.

Pierwiastkami tego réwnania sg liczby

_ —1+iV3
=

—1—14V3

D2 5

oraz ps =

Ogodlne rozwiazanie réwnania (20) ma postac

—1+N§>+B<—1—N§>

. = Aph + Bph = A
C Dy + DD ( 9 B

Wspétezynniki A i B spetniaja rownania

5
3 —1+Z\/§A+—1—z\/§B
7 2 2
Wobec tego
1 @A—@B
14 2 2
oraz 3
11v3
' = —-A+B
o1 +
Ostatecznie
15 —il1v/3 15 +411v/3
A=——— oraz B= —— ——,
42 42
a takze

15 —il1V/3 (=1 + i3 ”+15+z'11\/§ —1—4v3\"
42 2 42 2 '



W koncu rozwiazanie zadania 6 (c) jest dane wzorem

—1+4V3 ”+15+z'11\/§ —1—4v3\"
2 42 2 ‘

ontl 15— 11v/3

n:bn n —
a +c 7 + o <

Wielomian 22 4+ x + 1 jest nam juz znany, wiemy w szczegolnosei, ze (v? +z+1)(x —1) = 23 — 1,
Stad pierwiastki py i p3 tego wielomianu sg pierwiastkami trzeciego stopnia z jednosci, czyli p3 =
p3 = 1. Stad wynika, ze ciagi o wyrazach p§, p3 oraz ¢, przyjmuja cyklicznie trzy wartosci. Dla
tego ostatniego ciggu wynika to rowniez z nastepujacych przeksztatcen:

Cnt3 = —Cnt2 — Cnyl = Cnyl T Cp — Cpyl = Cp.

Gdyby to zauwazy¢, to tatwo znalezé rozwigzanie zadania 6(c) wyrazone za pomoca definicji wa-
runkowej:

5 5 + 2n+1
— gdy n=0mod 3, ———— gdy n=0mod 3,
g 3 + 2n+1
Cp = - gdyn=1mod3, oraza,=9 —— gdy n =1 mod 3,
-8 _ on+l1
K gdy n =2 mod 3 8+7 gdy n = 2 mod 3.
Przedstawione rozwigzanie ma jeden niejasny element: skad wziat sie cigg bg, by, . .. Nie wiadomo,

jak mozna go znalez¢ i w jakich sytuacjach taki ciag istnieje.

4.4 Inne rozwigzanie

Sprébujemy teraz zastosowaé do rozwigzania zadania 6(c) rozumowanie podobne do wykorzysta-
nego w zadaniu 7. Wezmy dowolny ciag ag, a1, as, . . . spetniajacy réwnanie (20), i funkcje tworzaca
f(z) tego ciagu. Zauwazmy, ze

oo o0 oo
f@)=>ajr’ =ag+ax+ > a0’ =ag+ iz + Y (2 — a4 —aj)2’ T =
7=0 =0 =0

o0 (o) oo (o0}
aptarz+Y_ 2Ty asal agr—a* Y aja) = agtarztapr+ Y 2P —af(x) — 27 f ().
=0 j=0 j7=0 Jj=0

Po przeniesieniu wyrazen z f(z) na druga strone otrzymujemy

(1+z+42%) f(x) = ap+ ax + apw + »_ 2772

=0
Teraz szereg w tym wzorze zastepujemy funkcja wymierng
o 1 ., 1 1 1
2]+1]+2:7 2]—1—2]—1—2_7_ - -
2 2" DA Tt °o1—2z) 2

Jj=0 J=0



Po kilku przeksztalceniach otrzymujemy
(2a0—1+2(a1—1+a0)a7+ 1
2(1+z + 2?) 2(1 —22)(1+x +22)
Rozktadajac drugi sktadnik prawej strony powyzszego wzoru na sume¢ utamkéw prostych dostajemy
1 2 2x +3

fx) =

-2 (l+teta?) T(1l—20)  1a(ltz+a?)

Stad, po podstawieniu danych wartosci ag = 11 a; = 1, otrzymujemy

5+ 8x 2 D+ 8x 2.
f(z) = + = + =) 2l
Tl4+z+2?) 7(1-2z) 7(l+z+2?) Ti3
Wystarczy jeszcze znalezé ciag co, c1, Ca, . .. taki, ze
o+ 8z > ,
_— = ; J == .
7(1+ 2 + 22) jz:%c]w Si)

Do znalezienia tego ciggu wykorzystamy rzadki fakt, ze z? + x + 1 dzieli 23 — 1. Wobec tego
pierwiastki tego pierwszego wielomianu sg pierwiastkami trzeciego stopnia z 1 i w konsekwecji ciag
Co, C1, C, . . . sktada sie z powtarzajacych sie cyklicznie jego trzech pierwszych wyrazow. Wystarczy
wiec wyliczy¢ cg, 1 1 ¢o. Nietrudno zauwazyé, ze ¢o = f1(0) = g Aby wyliczy¢ ¢q, znajdujemy
wartos¢ dla x = 0 wyrazenia

5+ 8x 5
file)—co  T(1+ax+2%) 7  —5r+3
x x T2 +x+1)
Stad ¢; = % Analogicznie znajdujemy ¢y = _78. Ciag cg, c1, Ca, . . . jest wiec ciggiem

>3 853 -85

A A A A A
W ten sposéb ponownie wykazalismy wzoér z poprzedniego rozdziatu podajacy rozwigzanie zadania.
4.5 Ogoblne wnioski z przeprowadzonych rachunkéw
Chcemy rozwiaza¢ réwnanie rekurencyjne
Up43 = V2lpio + V10pq1 + Voly + dp (25)

(réwnanie moze mie¢ wigcej lub mniej ,rekurencyjnych” sktadnikéw). O ciagu dy, dy, ds, . . . bedzie-
my zaktadaé, ze jego funkcja tworzaca

S )
g(x)_jz:%)d] q(a:)



daje sie przedstawi¢ w postaci wyrazenia wymiernego (p(x) i ¢(z) to wielomiany). Tak jest, jezeli
d,, = c dla pewnej liczby ¢, d,, = 2", a nawet, z pewnymi zastrzezeniami, dla d,, = n i wielu innych.
Przyjmijmy, ze ag, a1, as, ... jest rozwiazaniem réwnania (25),

fx) =) aja’
7=0
jest jego funkcja tworzaca, a

w(z) = 2% — ver? — vz — vy

jest wielomianem (15) odpowiadajacego réwnania jednorodnego. Przeksztatcajac f(x) tak, jak w
rozdziale 4.4, otrzymujemy réwnos¢

w(z)f(z) = u(z) +2°g(2) = u(x) +

dla pewnego wielomianu u(z). Stad

u(x)g(x) + 2°p(x)

M= 0 20
a gdy wielomiany ¢(x) i w(z) sa wzglednie pierwsze, to takze
f(fL’) _ u(x) +p1(£) pQ(x) (27)

w(z) q()

Zatozenie o wzglednej pierwszosci jest spelnione w rachunkach z rozdziatu 4.4.

Wzér (26) pozwala znalezé rozwiazanie rownania (25), gdy znamy liczby ag, a1 1 as. Méwi on, ze
szukany ciag jest jednym z rozwiazan jednorodnego réwnania rekurencyjnego z wielomianem (13)
réwnym iloczynowi w(z)q(x). Jezeli ten iloczyn nie dzieli sie przez kwadrat zadnego jednomianu,
to mozemy skorzysta¢ z metody opisanej w rozdziale 3.5. Do tego bedzie potrzebny anihilator
réwnania, czyli wielomian (w(z)g(x))™", ktéry jest rowny w"’(x)q"(z).

Natomiast wzér (27) dostarcza pewnej informacji o postaci rozwiazania réwnania (25). Jest

ono sumg rozwiazania rownania jednorodnego odpowiajacego rownaniu (25), o funkcji tworzacej

u(z)+p1(z) pa(z
w(w) q(x)

wiedzac, ze stopien po(z) jest mniejszy od stopnia ¢(z).

W przypadku zadania 6(c) mamy d,, = 2 -2". Stad q(x) = 1 — 2z, a ps(x) jest wielomianem
stalym, np. réwnym c. Stad wynika, ze réwnanie z zadania 6(c) ma rozwiazanie o funkcji tworzacej
%5, czyli rozwiazanie a, postaci ¢2". Podstawiajac to a, do wzoru (20) dla n = 0 otrzymujemy,
ze na przyktad

i rozwiazania réwnania (25) o funkcji tworzacej . To rozwiazanie tatwo mozna znalez¢

4e =2 — 2¢c —c.

Stad ¢ = % i ciag o wyrazach %2” spehia réwnanie (20). Fakt ten wykorzystaliSmy w rozdziale 4.3.
Analogicznie, jezeli ciag d,, jest staly, to pewien cigg staly spelnia réwnanie 25 pod warunkiem,
ze liczba 1 nie jest pierwiastkiem wielomianu w(x) (w tym przypadku mamy ¢(z) = 1 — ).



