1 Twierdzenie Herbranda

1.1 Sylwetka Herbranda

Jacques Herbrand urodzit sie 12 lutego 1908 roku. W latach 1928-29 przygotowat rozprawe
doktorska opublikowana w Polsce w 1930 roku. Zawiera ona m.in. dowdd twierdzenia o de-
dukcji i konstruktywny dowodd twierdzenia Godla o petnosci. Twierdzenie o pelosci zostato
wyprowadzone z tzw. twierdzenia Herbranda, ktérego dowdd zawiera algorytm semirozstrzy-
gajacy, czy dane zdanie jest tautologia rachunku kwantyfikatoréw. Wiosng 1931 roku Herbrand
zasugerowal Godlowi w prywatnym liScie rozszerzenie definicji (pochodzacej z pracy Godla)
klasy funkcji rekurencyjnych po to, by opisa¢ pojecie obliczalnosci. Latem 1931 roku, 27 lipca,
zgingl w Alpach podczas wspinaczki.

Koncepcja funkcji rekurencyjnych zasugerowana przez Herbranda zostata przedstawiona
przez Godla podcezas wykltadow Institute for Advanced Study w 1934 roku i opublikowana w
notatkach z wyktadu sporzadzonych przez J.B. Rossera i S.C. Kleene’ego, doktorantéw Alonzo
Churcha.

1.2 Skolemizacja

O formule méwimy, ze jest w postaci normalnej, jezeli zaczyna sie blokiem kwantyfikatorow,
po ktorym znajduje si formuta bezkwantyfikatorowa. Dowodzi sie, ze kazdg formute mozna
sprowadzi¢ do postaci normalnej, a doktadniej

Lemat 1.1 Dla kazdej formutly ¢ istnieje formuta v w postaci normalnej taka, ze rownowaz-
no$é ¢ « 1 jest prawem rachunku kwantyfikatorow (oraz tautologig). O

Bedziemy teraz rozwazaé ustalony jezyk pierwszego rzedu pozwalajacy na zapisywanie
formut. Kazdej formule ¢ tego jezyka przypiszemy pewng formule ¢*. Jezeli ¢ jest formuta w
postaci normalnej bez kwantyfikatorow egzystencjalnych, to ¢* = ¢. Ponadto przyjmujemy,

7e
(Vay Voo ...V, yp)* = (Vo Voo .. Vo, ply — f(z1, 29, ..., 2,)])7,

gdzie f jest nowym symbolem funkcyjnym. Analogiczng definicje przyjmujemy w przypadku,
gdy n = 0. Wtedy zamiast termu z symbolem funkcyjnem uzywamy statej. Podane réwnosci
pozwalaja wyliczy¢ ¢* dla dowolnej formuty w postaci normalne;j.

Jezeli 1) nie ma postaci normalnej, to aby wyliczy¢ ¢* formute ¢ sprowadzamy do postaci
normalnej ¢ i przyjmujemy, ze ¢* = p*.

Formute ¢* nazywamy postacig skolemowsks formuty ).

1.3 Wlasno$é skolemizacji

Lemat 1.2 Formula ¢ jest spetniona w strukturze A przy wartosSciowaniu h wtedy i tylko wte-
dy, gdy w pewnym rozszerzeniu A" struktury A o interpretacje dodanych symboli funkcyjnych
1 statych jest spetniona przy wartosciowaniu h formuta p*.

Whniosek 1.3 Zdanie ¢ jest sprzeczne wtedy i tyko wtedy, gdy ©* jest sprzeczne.
Dowéd. Przypusémy, ze ¢ jest zdaniem sprzecznym, a ¢* nie jest sprzeczne. Tak wiec A’ =

©*. 7 poprzedniego lematu wynika, ze po odrzuceniu niepotrzebnych symboli z modelu A’
otrzymujemy model A, w ktérym jest spetniona formuta ¢. Zdanie ¢ nie jest wiec sprzeczne.



Jezeli ¢* jest sprzeczne, a ¢ — nie, to zgodnie z poprzednim lematem mozemy przeksztatcié
model, w ktorym jest spetniona formuta ¢, w model, w ktérym jest spetniona formuta ¢*. Tak
wiec ™ nie moze by¢ sprzeczna. O

Whiosek 1.4 Zdanie ¢ jest tautologiq wtedy i tylko wtedy, gdy —(—p)* jest tautologig. O

Lemat 1.5 Formuta ©* jest klasy 11y, a wiec zaczyna sie blokiem kwantyfikatoréw ogolnych,
po ktorym znajduje sie formuta bez kwantyfikatorow. O

1.4 Modele (struktury) Herbranda

Teraz musimy mie¢ jezyk z przynajmniej jedna stata. Niech 7. oznacza zbior terméw statych
w tym jezyku. Bedziemy rozwaza¢ modele z uniwersum rownym 7.

W takich modelach symbole funkcyjne interpretujemy w specyficzny sposob, a mianowicie
k-argumentowy symbol f oznacza funkcje F : TF — T, taka, ze

Flt, .. te) = f(tr, ... t).

Podobnie, stata ¢ w takim uniwersum jest interpretowana jako term c.
Modele o uniwersum 7., w ktorych state i symbole funkcyjne interpretujemy w podany
sposob, nazywamy modelami Herbranda.

Lemat 1.6 W dowolnym modelu Herbranda warto$é termu t przy wartoSciowaniu h jest row-
na
tlh] = tlx — h(2)|ly < h(y)]....

W szczegolnosci, wartoscig termu statego t przy dowolnym wartosciowaniv w modelu Her-
branda jest term t. Jezeli w jest funkcjq przyporzadkowujgcq termowi t € 7. jego warto$¢ w
strukturze A, to

w(t[h]) =tlwoh]. O

Przypusémy, ze A jest modelem (struktura) dla rozwazanego jezyka. Taki model wyznacza
pewien model Herbranda H 4. W modelu H 4 symbol relacyjny r jest interpretowany! jako
relacja R taka, ze

(ti,.. . i) ER = AlEr(ty... t).

Lemat 1.7 Jezeli ¢ jest formulg bez kwantyfikatorow, a h jest wartosciowaniem zmiennych
w strukturze Hy (w zbiorze 1), to

AEplwoh] <= AEplr < hz)|ly < h(y)]... <= HaE ¢lh].

Whniosek 1.8 Jezeli ¢ jest formulg klasy 31 (czyli zaczyna sie blokiem kwantyfikatoréw egzy-
stencjalnych, po ktorym mamy formule bez kwantyfikatorow) oraz Ha = ¢, to A = ¢.

Whniosek 1.9 Zdanie —¢* jest tautologiq wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie —p* jest spetniona
w kazdym modelu Herbranda.

Twierdzenie 1.10 Zdanie ¢ jest tautologiq wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie —(—p)* jest spel-
nione w kazdym modelu Herbranda.

ITaki sposéb definiowania interpretacji relacji réwnoéci nie gwarantuje spelniania aksjomatéw réwnoéci.
Kwestie zwiazane tymi aksjomatami sa w tutaj pomijane. Dowody sa stuszne dla teorii bez rownosci, a wiec
przy zaltozeniu, ze symbol réwnoéci nie jest w zaden sposéb wyrdzniony.



1.5 Kolejny krok

Przyjmijmy, ze ¢ jest formuly ze zmiennymi z, ..., z,, at = (t1,...,t,) jest ciagiem terméw.
Wtedy symbolem w(f} bedziemy oznacza¢ formute

plry — t1] ... [zn — t,],
a wiec formute o, w ktorej za kolejne zmienne zostaly podstawione kolejny termy z ciggu t.

Twierdzenie 1.11 Niech ¢ bedzie formulg otwartq, a wiec bez kwantyfikatorow. Zdanie b =
Jxy ... Jx, @ jest spetnione w kazdym modelu Herbranda wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejq uktady
terméw t1, ... by € T takie, Ze formula

—

o(t)) V...V go(fm)

jest tautologiqg (w sensie rachunku zdan, rézne formuly atomowe uwazamy za réine zmienne
zdaniowe).

Dowéd. Zauwazmy, ze formuta ¢ wynika z podanej alternatywy. Jezeli ta alternatywa jest
tautologia, to jest spetniona w kazdym modelu Herbranda, w kazdym takim modelu sa spet-
nione tez wszystkie wnioski z tej alternatywy i ostatecznie, w kazdym modelu Herbranda jest
spetniona formuta . Dowod w drugg strone jest trudniejszy.

Ustawmy wszystkie zdania atomowe w réznowartosciowy cigg. Niech (,, oznacza n-te zda-
nie atomowe. Bedziemy teraz rozwazaé skonczone i nieskonczone ciggi zero-jedynkowe. Majac
nieskoniczony ciag zero-jedynkowy a € 2% mozemy zdefiniowaé¢ model Herbranda H,. Aby
zdefniowaé taki model wystarczy podacé, ktore zdania atomowe sg w nim spetnione. Przyjmu-
jemy, ze

Ho =G <= a(n) =1

Przy okazji zauwazmy, ze taki ciag o mozemy uwazaé za wartosciowanie: faktycznie — zdan
atomowych, ale takze obiektow, ktore mozemy uwazaé¢ za zmienne zdaniowe i z ktérych mo-
zemy budowaé formuly rachunku zdan. Zauwazmy tez, ze w podany sposoéb mozna opisaé
wszystkie modele Herbranda.

Kazdemu o € 2V przypiszemy teraz pewng liczbe

m(a) =min{k € N : 3t € T" Hq |= o(t) oraz VI > k ¢ nie jest podformuta o(2)}.

Z zalozenia, ze w modelu H, jest spelione zdanie ¢ wynika, ze liczba m(«) jest dobrze
zdefiniowana.

Liczby m(a) maja kilka ciekawych wlasnoéci. Na przyktad, jezeli o, 3 € 2V oraz a(i) = (i)
dla wszystkich i < m(a), to m(a) = m(5). Teraz bedziemy zajmowaé sie wartoscia

max{m(a): a € 2"V}
i — aby zbadaé¢ te warto$¢ — bedziemy rozwazaé zbior
X ={(a(0),...,a(m(a))): a € 2V}

skonczonych ciggdéw zero-jedynkowych.

Przypu$émy, ze wspomniane maksimum nie jest okreslone. Wtedy zbior X zawiera dowol-
nie dtugie ciagi. Zauwazmy tez, ze jezeli pewien ciag mozna przedtuzyé¢ do elementu X na
nieskonczenie wiele sposobéw, to te sama wtasno$é ma jeden z ciggéw diugosci o 1 wiekszej.



W ten sposob, jezeli maksimum nie jest okreslone, mozna zdefiniowaé¢ nieskonczony ciag «,
ktorego kazdy prefiks da sie wydluzy¢ do elementu X (nawet na nieskonczenie wiele sposo-
béw). Ciag (a(0),...,a(m(«a))) mozna wiec istotnie wydtuzyé do ciagu (5(0), ..., 5(m(5)))
dla pewnego . Wtedy zachodzi nieréwnosé m(«) < m(3). Ze wspomnianej wyzej wlasnosci
wynika jednak, ze m(«) = m(f). Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze wspomniane maksimum
jest liczbg naturalng i — co wiecej — ze zbior X jest skonczony.

Kazdy ciag a € X wyznacza pewien ciag terméw t, € 7. Aby skonstruowac¢ ten ciag,

znajdujemy najpierw o € 2V takie, ze a = (a(0),...,a(m(a))), a nastepnie ciag t taki, ze
1) Ha = (D),
2) formuta ¢(t) jest zbudowana ze zdan atomowych (o, ..., Cm(a)-

Istnienie takiego ciagu ¢ wynika z definicji liczby m(a). Przyjmujemy, ze cigg t, jest jednym
z takich ciggdéw, a wiec ma nastepujace wtasnosci:

1) Ha F o(fa),
2) formuta ¢(t,) jest zbudowana ze zdan atomowych (o, ..., Cm(a)-

Majac wybrane w ten sposob ciagi terméw tworzymy potrzebng nam alternatywe

V o(ta).

aceX

Pozostato dowies¢, ze ta alternatywa jest tautologia.

Przyjmijmy, ze k = max{m(a) : a € 2V}. Interesujaca nas alternatywa jest zbudowana
ze zdan atomowych (o, ..., (. Wezmy dowolne wartosciowanie tych zdan. Mozemy je utozsa-
miac¢ z zerojedynkowym ciggiem ay, . .., ax przyjmujac, ze «; jest wartosciag logiczng zdania (;.
Ten skoriczony cigg rozszerzamy (jakkolwiek) do nieskorficzonego ciggu a € 2V (spetiajacego
zatem dla ¢ < k réwnosei a(i) = «;). Niech a oznacza ciag («(0), ..., a(m(a))) € X. Zauwaz-
my, ze Hy = ¢(t,). Tym samym formuta o(#,) ma przy warto$ciowaniu (aq, . . ., o) wartogé
logiczng 1. Tym bardziej rozwazana alternatywa ma przy tym wartosciowaniu wartosé¢ 1. Po-
niewaz wartosciowanie zostalo dowolnie wybrane, wiec podana alternatywa jest tautologia.
O

Twierdzenie 1.12 (Herbrand) Przypu$émy, Ze ¢ jest zdaniem i zdanie —(—p)* jest réwno-
wazne ze zdaniem 3xy ...3xpY, gdzie Y jest formulq otwartq. Zdanie @ jest tautologiq wtedy
i tylko wtedy, gdy istniejq uklady termdw ty, ... tm € T takie, zZe formuta

Y(t) V.V ()

jest tautologiq. Dokiadniej, bedzie ona prawdziwa bez wzgledu na to, jakie sq wartosci logiczne
formut atomowych, z ktorych jest zbudowana.

Whniosek 1.13 Jezeli zdanie ¢ jest tautologiq, to zdanie —(—p)* jest twierdzeniem rachunku
kwantyfikatorow.

Dowdd. Jest to wniosek z twierdzenia Herbranda i twierdzenia o petnosci dla rachunku zdan.
Mniej wiecej tak dowodzi si¢ twierdzenie o petnosci w rachunku kwantyfikatoréow, cho¢
dowdd tego twierdzenia musi by¢ jednak subtelniejszy. O



1.6 Algorytm Herbranda
Naturalny algorytm Herbranda ma nastepujaca postac:
Dane: zdanie V.
Wynik: informacja, czy zdanie ¥ jest tautologia (prawem rachunku kwantyfikatorow).

1. Dang formute negujemy, sprowadzamy do postaci normalnej, skolemizujemy, ponownie
negujemy i sprowadzamy dom postaci normalnej. Przypusémy, ze po tych przeksztatce-
niach otrzymujemy zdanie ¢ = 3z ... 3z, (W ¢ nie ma kwantyfikatorow).

2. ®:= false.
3. while ® nie jest tautologia do

wygeneruj kolejny ciag terméw ¢
=DV p(t)

4. przekaz informacje, ze U jest tautologia.

Pierwsza préoba implementacji tego algorytmu pochodzi z 1959 r. Paul Gilmore z IBM
Research Center eksperymentowal z niemal dokltadnie takim algorytmem. Stosowat badanie
tautologii polegajace na sprowwadzeniu formuty ® do koniunkcyjnej postaci normalnej i ko-
rzystaniu z faktu, ze koniunkcyjna posta¢ normalna tautologii jest koniunkcja alternatyw, w
ktorych pewna zmienna wystepuje dwukrotnie: jako zmienna bez negacji i zanegowana.

W 1960 roku Martin Davis i Hilary Putnam zaproponowali inny sposob badania tautolo-
gii, bardziej dostosowany do algorytmu Herbranda. Zaproponowali mianowicie, aby formule
¢ nada¢ alternatywna posta¢ normalna, a sprawdzanie, czy P jest tautologia zastapi¢ wy-
prowadzaniem sprzecznosci z negacji ®, czyli dowodzeniem ® metoda nie wprost. Jezeli ¢
ma alternatywna posta¢ normalna, to bardzo tatwo znajdujemy koniunkcyjna posta¢ normal-
ng negacji ® i mozemy wyprowadzaé sprzecznos¢ z wielu zatozen bedacych alternatywami
zmiennych zdaniowych i negacji zmiennych zdaniowych. Do tego w rachunku zdan w zasadzie
wystarcza regula rezolucji

aV @, -aVy
BVy

Naturalny algorytm Herbranda, nawet zaimplementowany zgodnie z propozycja Davisa i
Putnama, wymaga dwoch petli. W jednej szukamy odpowiednich podstawien, w drugiej — na
przyktad wyprowadzenia sprzecznosci. John Alan Robinson w 1965 roku zaproponowat jedno-
czesne szukanie potrzebnych podstawien i dowodu sprzecznosci poprzez uzywanie specjalnej,
dostosowanej do rachunku kwantyfikatoréw, reguty rezolucji

aV p,-a’ Vy
Bvy)e

gdzie 6 jest najogdlniejszym unifikatorem formul a i o’. Zatozeniami dowodu sprzecznosci w
tym przypadku sa cztony koniunkecji w koniunkcyjnej postaci normalnej formuty —p.

Prace zmierzajace do efektywnej implementacji algorytmu Herbranda zostaty wykorzyy-
stane podczas tworzenia interpreteréw Prologu. Interpretery te realizuja obliczenia wymagane
podczas dowodzenia twierdzen metoda Herbranda, ale wymagaja dodatkowego zalozenia, ze
formuta —¢ jest hornowska, czyli w koniunkcyjnej postaci normalnej tej formuty, kazda alter-
natywa zawiera najwyzej jedng niezanegowang formute atomows.



1.7 Twierdzenie o pelnosci raz jeszcze

Twierdzenie 1.14 (o statej) Jezeli stala ¢ nie wystepuje aksjomatach teorii T, ani w for-
mule ¢ oraz T F plz |, to T+ ¥z ¢.

Whniosek 1.15 Jezeli T jest teoriq, @ jest formulq w jezyku L, a c jest stalg spoza L, to ¢
mozna dowie$Sé w teorii T' postugujgc sie formutami jezyka LU {c} wtedy i tylko wtedy, gdy ¢
mozna dowies¢ w teorii T postugujgc sie formutami jezyka L.

Niech T bedzie teoriag w jezyku L. Dodamy do L pewien zbior statych i rozszerzymy zbior
aksjomatéw T tworzac w ten sposéb teorie T,.. Dla kazdego zdania postaci dxp dodajemy
specjalna stalg ¢ i nowy aksjomat (Jzp) — ¢lx < ¢|. Teorie T, konstruujemy tak dtugo az
dla kazdej takiej formuty bedzie istniala w jezyku odpowiednia stata, a w teorii znajdzie sie
odpowiedni aksjomat. Czasem taka teorie nazywa sie teorig Henkina.

Twierdzenie 1.16 Jezeli ¢ jest formulq zapisang w jezyku L i T. = @, to takze T F .

Dowéd. Twierdzenie to mowi, ze w dowodach mamy prawo postugiwacé sie reguta opuszczania
kwantyfikatora egzystencjalnego, przynajmniej w szczegdlnych przypadkach, gdy przestanka
jest zdaniem.

Dowodzac zdanie ¢ w teorii T, korzystamy ze skonczonej liczby specjalnych aksjomatow.
Niech (3zv)) — [z « ] bedzie najp6zniej dodanym, wykorzystywanym w dowodzie, specjal-
nym aksjomatem, a W — koniunkcja pozostatych. Na mocy twierdzenia o dedukcji

TH(Gy) = dlz =) = (¥ — o).
Mozemy tez zatozy¢, ze zmienna z nie wystepuje w ¢. Wtedy x wystepuje najwyzej w ¢ oraz
(Ba) = lz —c]) = (¥ = ¢) = (Fzy) = ¢) = (V= ¢))[z — d].
Stad na mocy twierdzenia o stalej otrzymujemy, ze
T EVz((Bzy) — ) — (¥ — o).
Korzystajac jak zwykle z praw logiki mozemy zauwazy¢, ze takze
T+ (Gay) — Jrgp) — (¥ — o)

i w konsekwencji,
THY — .

Na mocy zasady indukcji ze wzgledu na liczbe potrzebnych w dowodzie aksjomatéw specjal-
nych otrzymujemy, ze
THe. O

Teoria T, ma kilka ciekawych wtasnosci. Na przyktad, jezeli dr —¢ jest zdaniem i c jest
stala specjalng dla tego zdania, to

T.F plr — ] = YV o
Tego typu wlasno$¢ mozna skomplikowaé¢. Przypusémy, ze mamy formute

dz Yy 3z Yw Y (2, y, 2, w),



a a jest termem stalym. Dla tego termu istnieje stala specjalna 7(a) dla zdania
Jy —(3z Yw [z — a]).
Z przytoczonego spostrzezenia otrzymujemy teraz
T. b 3z Vw Y[z — ally « 7(a)] — Yy Iz Yw Pl « d],

a takze

T. F 3z Vw Y[z — ally — 7(a)] — Jz Vy Iz Vw 9.

Powtérzmy to rozumowanie raz jeszcze. Dla termu statego b (i termu a) bierzemy stata spe-
cjalna o(a,b) dla zdania
Jw [z — dlly — 7(a)][z — b].

Mamy wiec
T. =9l —aly — 7(a)][z < bllw — o(a,b)] = Vw Yz — dlly — 7(a)][z < b]

I.Fyle —dly = 7(a)]lz < W[w — o(a,b)] — 32 Vw Pz — ally — 7(a)].

Laczac dwa udowodnione twierdzenia otrzymujemy, ze

T.F yle —dlly — 7(a)][z < bl[w — o(a,b)] — Tz Vy Iz Vw .

Przedstawione rozumowanie, ktore moze zostaé przeprowadzone dla dowolnych formut w
postaci preneksowej klasy Yo zostanie wykorzystane do dowodu kolejnego twierdzenia Her-
branda.

Twierdzenie 1.17 (Herbrand) Przypusémy, Ze ¢ jest formulq i formula —(—p)* jest réow-
nowazna formule 3z ... Iz, gdzie V¥ jest formulq otwartq (bez kwantyfikatoréw). Jezeli ist-
niejg uklady terméw ty, ..., ty, € T takie, Ze formula

E) V-V ()
jest tautologiq, to ¢ jest prawem rachunku kwantyfikatorow.
Dowdéd. Dowdd przedstawimy na przyktadzie formuty klasy 4. Niech wiec
¢ = Jx Yy Iz Yw Y(z,y, z,w).
Wtedy formuta —(—¢)* ma postaé
dz 3z Y(x, f(x), 2z, g(x, 2))

dla pewnych nowych symboli funkcyjnych f i g. Zakladamy wiec, ze istniejg uktady termow
statych t; oraz s; takie, ze formuta

o = \/w(ti, f(ti)u Siag(tiv Sl))

jest tautologia. Niech teraz T oznacza rachunek kwantyfikatorow, czyli teorie pozbawiong ak-
sjomatow. Dla uproszczenia zaktadamy takze, ze T' nie zawiera nawet aksjomatéw réwnosci
(dla teorii z réwnoscia sa potrzebne dodatkowe konstrukcje, ktére nie zostang przedstawione).



Utworzmy teorie T, i wezmy zdefiniowane wyzej operacje 7 i o przyporzadkowujace termom
stalym specjalne state. Formute ® bedziemy przeksztatca¢ wielokrotnie wykonujac przeksztat-
cenie nastepujacej postaci: sprawdzamy, czy w ® wystepuje podterm postaci f(a) dla pewnego
termu statego a nie zawierajacego ani f, ani g, i jezeli taki podterm znajdziemy, to zastepu-
jemy go we wszystkich miejscach stata 7(a). Analogicznie, wszystkie wystapienia podterméow
postaci g(a, b) zastepujemy stata o(a,b).

Zauwazmy, ze przeksztatcenia te zachowuja ,bycie tautologia”. Przypusémy, ze po wyko-
naniu wszystkich mozliwych takich przeksztatcen otrzymalismy formute ®*. Tak wiec &* jest
tautologia.

Podczas wykonywania opisanych przeksztalcen w jakis sposoéb zmieniaty sie termy ¢; oraz
s;. Przyjmimy, ze zostaly przeksztatcone w a; oraz b; odpowiednio. Nietrudno zauwazy¢, ze
formuta ®* ma postaé

O* = \/w(ai, T(a,i), bi7 O'(CLZ‘, bz))

Zgodnie z wcze$niejszymi uwagami, cztony tej alternatywy implikuja zdanie ¢. Wobec tego,
takze mamy
T.F o = ¢.

Na mocy twierdzenia o pelosci dla rachunku zdan dowod ma takze formuta ®*. Tak wiec ¢
jest twierdzeniem teorii 7., a poniewaz nie zawiera statych specjalnych, jest tez twierdzeniem
rachunku kwantyfikatorow. O



