Lista zadan z matematycznych podstaw informatyki nr 5.
Przyjmijmy (jak na wykladzie), ze
U={{a,b) e N*:3FpeF a=[p] AT+ ¢z < b|}

gdzie x to ustalona zmienne, ¢ to formuta, w ktorej najwyzej zmienna x jest wolna,
a T — w-niesprzeczne rozszrzenie (), oraz

U,={be N:{a,b) € U}.

Zad. 1. (Raz jeszcze.) Jezeli T' jest w-niesprzecznym rozszerzeniem teorii @, to dla
dowolnej rekurencyjnie przeliczalnej relacji R C N jest taka liczba a € N, ze
R=U,.

Zad. 2. Relacja U jest relacjg uniwersalng dla rekurencyjnie przeliczalnych zbioréw
liczb naturalnych. Oznacza to, ze relacja U jest rekurencyjnie przeliczalna i kazdy
rekurencyjnie przeliczalny zbior liczb naturalnych jest postaci U, dla pewnego
a€N.

Zad. 3. Pokaz, ze U nie jest relacja rekurencyjng. Wskazéwka: oczywiscie nalezy
skorzysta¢ z metody przekatniowej i poprzedniego zadania.

Zad. 4. Rozstrzygalnos$é zbioru twierdzen teorii w pewnym stopniu jest rownowaz-
na zupetnosci teorii.
Rozwazmy nastepujacy algorytm: dane jest zdanie ¢, pytamy sie, czy ¢ jest twier-
dzeniem (pewnej ustalonej) teorii 7°7

1) d:= g; (wartodciami zmiennej d sg napisy)
2) while true do begin

(a) d:= nastepny po d,
(b) if d jest dowodem ¢ w T', then return ’¢ jest twierdzeniem 77,

(c) if d jest dowodem ~ ¢ w T, then return ' nie jest twierdzeniem 7".
3) end

W tym algorytmie ~ ¢ oznacza -, jezeli ¢ nie jest negacja, oraz 1, jezeli ¢ = =
(~ ¢ to negacja ¢, ale gdyby miala zaczynaé sie podwdjna negacja, to bez tych
dwodch negacji). Natomiast procedura badajaca dowody nie moze o zadnym napisie
twierdzi¢, ze jest jednoczesnie dowodem zdania i jego negacji (np. zaktada, ze
udowodniona moze zostaé¢ tylko ostatnia formuta dowodu)

Pokaz, ze

1) Podany algorytm jest poprawny wtedy i tylko wtedy, gdy teoria 7" jest nie-
sprzeczna.

2) Podany algorytm zatrzymuje si¢ po uruchomieniu z dowolnym zdaniem wte-
dy i tylko wtedy, gdy teoria T jest zupelna.

Tak wiec najprostszy algorytm szukania dowodu rozstrzyga zbior twierdzen T
wtedy i tylko wtedy, gdy teoria T niesprzeczna i zupetna.

Zad. 5. (Jeszcze raz poprzednie zadanie, bardziej formalnie.) Jezeli T' jest aksjo-
matyzowalnym, zupelnym i niesprzecznym rozszerzenie teorii @), to relacja U jest
rekurencyjna. Wskazéwka: Zdefiniujmy dwa zbiory

U= {{[¢],b) e N> : o€ FATF @[z «— b}



oraz

Uy ={{[p],b) e N*: o€ FATF =z « b]}.

Sa to roztaczne zbiory rekurencyjnie przeliczalne, a ich suma jest zbiorem reku-
rencyjnym.

Zad. 6. Rachunkiem kwantyfikatoréw nazywamy teorie bez aksjomatéw pozalo-
gicznych zapisywang w jezyku zawierajacym przeliczalne zbiory symboli funkcyj-
nych i relacyjnych wszystkich mozliwych arnosci. Rachunkiem kwantyfikatoréw z
rownoscig nazywamy teorie, ktorej aksjomatami oprocz aksjomatéw logicznych sg
takze aksjomaty réwnosci. Pokaz, ze zbiory (numeréw) twierdzen obu rachunkéw
kwantyfikatoréw sg rekurencyjnie przeliczalne, ale nie sg rekurencyjne. Wskazow-
ka: problem, czy dana formuta jest twierdzeniem teorii () redukuje sie do proble-
mu, czy dana formuta jest twierdzeniem rachunku kwantyfikatoréw. Wobec tego
rekurencyjno$¢ rachunku kwantyfikatoréw pocigga za sobg rekurencyjnosé¢ zbio-
ru twierdzen teorii (). Aby skonstruowaé¢ redukcje, korzystamy z twierdzenia o
dedukcji i ewentualnie o generalizacji.

Zad. 7. W tym zadaniu T oznacza niesprzeczng arytmetyke zawierajaca arytme-
tyke @. Niech

fa@)=y & Jp [pl=anTt (plu—z] = v=y).

(doktadniej: istnieje formuta ¢ z dwoma zmiennymi wolnymi u i v taka, ze ...,
gdzie [p] oznacza numer formuty ¢.) Udowodnij, ze fo, fi, ... jest akceptowalnym
systemem programowania, a wiec w szczegolnosci w ciagu fo, f1,... wystepuja
tylko funkcje rekurencyjne, ponadto wystepuja wszystkie takie funkcje, oraz dla
niego istnieje catkowita i rekurencyjna funkcja c taka, ze f,(fo(x)) = foap)(2).
Whrew pozorom, w akceptowalnych systemach programowania mozna programo-
waé. Warunek z definicji mozna tak oto zinterpretowa¢: majgc programy a i b
pozwalajace na obliczanie wartosci funkcji f, i f, potrafimy w sposéb efektywny
utworzy¢ program c(a,b) obliczajacy ztozenie tych funkcji, a nawet program ten
potrafimy wyliczy¢ za pomoca komputera.



