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Wazniejsze wlasnosci systemu typéw (zad. 1 — 4).

Zad. 1. Pokaz, ze jezeli term ma typ w pewnym kontekscie, to kazdy jego podterm
tez ma typ w pewnym kontekscie.

Zad. 2. Pokaz, ze jezeli 'z : 7+ M :0 oraz ' N : 7, to I' - M|z := N] : 0.

Zad. 3. Pokaz, ze jezeli I' = M : o0 oraz M —3 N, to I' = N : 0. Jak mozna
uogdblnic¢ to zadanie?

Zad. 4. Pokaz, ze jezeli I' = M : o oraz I' = M : 7 w systemie typow prostych a la
Church, to o = 7.

Zad. 5. Przypusémy, zex € FV(M)il,z:0F M : 7. Wtedy dla kazdej zmiennej
y & dom(T") podstawialnej za x w termie M mamy ',y : 0 = M|z :=y] : 7.

Zad. 6. Pokaz, ze jezelil' - Ax M : 0 — 7, zmienna y & dom(T") i jest podstawialna
za x w termie M, to I' b Ay M[z := y] : 0 — 7. Wywnioskuj stad, ze jezeli
'FXxM:o— 7, to whlasciwie Uz : pF XM 10 — 7.

Zwiazek typow z logika. Rozwazamy teraz rachunek zdan z jednym spéjnikiem,
implikacja, 1 nastepujacymi regutami dowodzenia

Aok oraz AFp, A p—1

Aok AFp— AR

Zwyczajowo w takich sytuacjach czesto pisze sie I' zamiast A, A to zbioér formut.
Zwiazek A b ¢ mozna interpretowaé jako stwierdzenie, ze (w tej logice) z aksjo-
matow lub zatozen z A daje si¢ wywnioskowa¢ . Relacja A F ¢ to oczywiscie
najmniejsza relacja zamknieta na wymienione reguty. Czesto A bedzie zbiorem
| ' | wartosci kontekstu I' (typéw wystepujacych w ). Piszac A, ¢ nie zaktadamy,

ze p & A.
Zad. 7. Pokaz, ze jezeli I' = M : ¢ (w prostym systemie typéw), to |I'| F ¢ (w
rowazanej logice).

Zad. 8. Pokaz, ze jezeli wartosciowanie zmiennych zdaniowych spelnia wszystkie
formuty nalezace do A i A F ¢, to spetia takze formute .

Zad. 9. Pokaz, ze jezeli A F ¢, to ' H M : ¢ dla pewnego termu M i pewnego
kontekstu I'. Wskazowka: dla kazdej formuly o € A wybieramy zmienna z, i
tworzymy kontekst I' = {z, : 0 |0 € A}. Byé moze do tego kontekstu trzeba
bedzie dodaé jeszcze inne zmienne typu o € A. Trzeba pamieta¢ o drobnej réznicy
w traktowaniu napiséw I', z : ¢ oraz A, ¢.

Unifikacja nieco inaczej niz zwykle. Bedziemy przez chwile zajmowac si¢ uni-
fikacja. Zwykle wtedy rozwaza jakie$ zmienne i symbole funkcyjne. Nam wystarczy
jezyk z jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym. Réwnaniem bedziemy
nazywac¢ pare termow t; i t9, ktora bedziemy zapisywaé¢ w postaci t; = t9. Uktad
rownan to zbiér rownan. Podstawienie to funkcja przepisujaca termy zmiennym z
pewnego, skonczonego zbioru. Mozna przyjac¢, ze kazde podstawienie # zmiennej
x spoza faktycznej dziedziny tez cos przyporzadkowuje i jest to x. Jezeli t jest
termem, a 6 — podstawieniem, to tf jest termem otrzymany przez jednoczesne
zastapienie zmiennych wystepujacych w ¢ termami przypisanymi im przez podsta-
wienie 6. Podstawienie 6 jest unifikatorem (rozwiazaniem) uktadu réwnan, jezeli po
wykonaniu podstawienia # we wszystkich termach uktadu, wszystkie wystepujace
w nim rownania stang sie parami identycznych terméw. Majac dwa podstawienia
0 i 05, efekt wykonania napierw podstawienia 6;, a nastepnie 6, mozemy uzyskac



wykonujac pewne podstawienie 6. To podstawienie 6 = 6,60, jest jednoznaczenie
wyznaczone i nazywa sie ztozeniem podstawien 6 i 0y. Jezeli 0; jest unifikatorem
pewnego uktadu rownan, to takze ztozenie 6160, jest unifikatorem. W tej sytuacji 6,
nazywamy bardziej ogélnym unifikatorem niz 6,6,. Problemem unifikacji nazywa-
my zadanie polegajace na sprawdzeniu, czy dany uktad réwnan (dane réwnanie)
ma unifikator (rozwiagzanie). Mam nadzieje, ze wszystkie te pojecia sa znane z
wyktadu logiki.
Moéwimy, ze uktad réwnan jest w postaci rozwigzanej, jezeli

1) lewa strona kazdego rownania jest zmienna,
2) kazda zmienna po lewej stronie réwnania wystepuje najwyzej jeden raz.

Zauwazmy, ze rOwnania x = y i y = x troche sie réznia! Przypusémy, ze mamy
uktad réwnan, a w nim réwnanie x = t. Méwimy, ze zmienna x zalezy od kazdej
zmiennej wystepujacej w termie ¢. Relacja zalezenia miedzy zmiennymi definiuje
graf skierowany w zbiorze zmiennych.

Zad. 10. Pokaz, ze jezeli w uktadzie w postaci rozwigzanej, bez réwnan postaci z =
y ze zmiennymi po obu stronach, pewna zmienna zalezy od siebie (graf zaleznosci
miedzy zmiennymi zawiera cykl), to uktad ten nie ma rozwiazania. W przeciwnym
razie, skonstruuj unifikator danego uktadu, a przynajmniej dowiedz jego istnienie.

Zad. 11. Pokaz, ze problem unifikacji uktadu w postaci rozwigzanej redukuje sie do
problemu unifikacji uktadu w postaci rozwigzanej, bez réwnosci miedzy zmiennymi.

Zad. 12. Pokaz, ze problem unifikacji redukuje sie do problemu unifikacji uktadu
W postaci rozwiazane;.



