Formalizacja podstawowych poje¢ A-rachunku

Antoni Koscielski

Spis tresci

1

Termy rachunku lambda

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

ZMIeNne . . ...
Wyrazenia (termy) A-rachunku . . . . .. ... ... 0L
Abstrakcyjna definicja wyrazen . . . . . . ... ... L.
Wyrazenia A-rachunku jako drzewa . . . . . . . ... .. ... ...
Wyrazenia A-rachunku jako stowa . . . . . .. ... ... ... ...

Kilka poje¢ dotyczacych termow

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

Wystapienia znakéw i podstow . . . . . . .. ..o
Podtermy . . . . . . . . .
Konteksty . . . . . . . . o
Podstawianie w kontekstach . . . . . .. ... .00
Konteksty a podtermy . . . . . . ... . ... ... .. ... ...
Operatory A\, wystapienia i zasieg . . . . . . . . . . ... ... ...
Wystapienia zmiennych, wolne i zwigzane . . . . ... .. ... ..
Zbioér zmiennych wolnych . . . . . . . ..o oL
Zbiér zmiennych zwigzanych . . . . . . ... .00

Podstawianie i podstawialnosé

3.1
3.2
3.3
3.4

Podstawianie . . . . . . .. ..o
Niezgodno$¢ definicji podstawiania z intuicjami . . . . . . . . . ..
Podstawialnos¢ . . . . . .. ..o oo
Wtasnosci podstawiania . . . . . . ... ...

Rodzaje relacji

4.1
4.2
4.3
4.4

Relacje zgodne . . . . . . . ..o
Kongruencje . . . . . . . . ..o

Redukcje . . . . . . . oo
Konwersje . . . . . . . ..

a-konwersja

5.1
5.2
5.3
5.4
9.9
5.6
2.7

a-redukcja ... Lo
Najprostsze wtasnosci a-redukeji . . . . . . . ..o
a-redukcja naprawde jest a-konwersja . . . . . ... oL
Co$, co przypomina posta¢ normalng . . . . . ... ... ... ...
a-redukcja a podstawianie . . . . ... ... L.
Dwie bardzo wazne wtasnosci a-konwersji . . . . . . . .. .. ...
Raz jeszcze o A-termach . . . . . . . ... ...



6 Dodatki 15
6.1 Ewolucja symbolu abstrakeji . . . . .. ... ... ... 15
6.2 Gramatyka definiujagca A-wyrazenia . . . . . . . ... ... ... .. 15

1 Termy rachunku lambda

1.1 Zmienne

O zmiennych myslimy jak o znakach stuzacych do zapisywania wyrazen A-rachunku.
Zbior zmiennych bedziemy oznaczac litera V. Zaktadamy, ze jest to zbiér nieskon-
czony (przeliczalny). Checemy mieé do dyspozycji kazda skonczong liczbe zmien-
nych. To, czym sg zmienne nie ma wiekszego znaczenia. Wazne jest to, ze odréz-
niamy je od innych rzeczy. Zmiennymi nie s trzy inne symbole wystepujace w
wyrazeniach A-rachunku, czyli litera lambda A oraz nawiasy okragte (1), a takze
kropka . wystepujaca w skréconych termach oraz symbol mnozenia - wykorzysty-
wany czasami dla oznaczenia operacji aplikacji.

Dla oznaczenia zmiennych bedziemy zwykle uzywac¢ matych liter, w razie po-
trzeby z indeksami.

1.2 Wyrazenia (termy) A-rachunku

Wyrazenia A\-rachunku czesto nazywa si¢ termami A-rachunku lub krotko, A-termami,
a nawet termami'. Zbiér wyrazen rachunku lambda bedziemy oznaczaé¢ symbolem
A. Zbiér ten mozna definiowaé na wiele sposobéw. Trudno zdecydowac sie na kon-
kretna definicje, kazda ma wady i zalety.

1.3 Abstrakcyjna definicja wyrazen

Ta definicja jest najprostsza, ale nie wyjasnia, czym sg wyrazenia. Zgodnie z tg
definicjg A jest najmniejszym zbiorem takim, ze

1) zmienne sg wyrazeniami (A-rachunku),

2) jezeli M i N sa wyrazeniami, to M N jest wyrazeniem,

3) jezeli x jest zmienng i M jest wyrazeniem, to Az M jest wyrazeniem.
Albo inaczej: A jest najmniejszym zbiorem takim, ze

1) eV =xeA,

2) M,N € A= MN € A (ewentualnie M, N € A= M - N € A),

3) xe VAMeAN= \xM e A.

Definicja ta powinna gwarantowaé, ze sa trzy, rozréznialne (roztaczne) rodzaje
wyrazen: zmienne, aplikacje (wyrazenia postaci M N) i abstrakcje (wyrazenia po-
staci AxM). W szczegdlnosei, zadna aplikacja nie moze by¢ jednoczes$nie abstrakcja
i odwrotnie. Co wiecej, majac aplikacje w sposéb jednoznaczny powinnismy ustalic,

1Stowo term jest uzywane przez logikéw na oznaczenie fragmentu formuty logicznej, zwlaszcza
sformalizowanej, oznaczajacego jakas rzecz, cos, czego wlasnoéci zostaly wyrazone w formule. W
jezykach programowania analogiczne fragmenty nazywa si¢ czesto wyrazeniami. W tym tekscie
stowa term i wyrazenie beda uzywane zamiennie.



co aplikujemy i do czego, czyli zadamy, aby warunek M;N; = MyN, implikowat,
ze My = My i N1 = N,. Analogiczna wlasnos¢ powinna przystugiwaé abstrakeji, a
wiec jezeli Axi My = A\xo My, to 1 = x9 oraz My = M.

1.4 Wyrazenia A-rachunku jako drzewa

Wyrazenia lambda rachunku mozna uwaza¢ za drzewa binarne z weztami etykie-
towanymi zmiennymi, symbolami A oraz -. W tym przypadku A jest najmniejszym
zbiorem drzew binarnych spetniajagcym

1) do A naleza jednoelementowe drzewa binarne z weztem z etykieta, ktora jest
zmienng,

2) jezeli drzewa M i N naleza do A, to do A nalezy takze drzewo z korzeniem
z etykieta -, z lewym poddrzewem M i prawym poddrzewem N,

3) jezeli M € A, to do A nalezy takze dowolne drzewo z korzeniem z etykieta
A, ktorego lewe poddrzewo ma jeden wezet z etykieta bedaca zmienng, a
prawym poddrzewem jest M.

Latwo przekonac sieg, ze tak zdefiniowane wyrazenia maja wtasnosci wymienione
w poprzednim rozdziale.

1.5 Wpyrazenia A-rachunku jako stowa

Wyrazenia lambda rachunku mozna uwazac tez za stowa tworzone z liter alfabetu
zawierajacego zmienne z V' oraz znaki

A, (oraz ).
Zbior tak rozumianych wyrazen jest najmniejszym zbiorem stéw A takim, ze
1) V CA,
2) jezeli M, N € A, to (MN) € A,
3) jezeli M e Aixz eV, to (AzM) € A.

Zaleta tej definicji jest to, ze tak rozumiane wyrazenia rachunku lambda dajg sie
tatwo reprezentowaé, takze pisemnie, wada — duza liczba wymaganych nawiasow.
Zwykle wiec korzysta sie z tej definicji w potaczeniu z zasadami upraszczania
napisOw i opuszczania nawiaséw. Przyjmuje sig, ze

1) mamy prawo opusci¢ wewnetrzne nawiasy w wyrazeniu ((KM)N), a wiec
przyjmujemy, ze

(KM)N) = (KMN),

2) mamy prawo opusci¢ wewnetrzne nawiasy w wyrazeniu (A\x(M)), a wiec
przyjmujemy, ze

(Az(M)) = (AzM),
3) Mamy prawo pominaé najbardziej zewnetrzne nawiasy wyrazenia, czyli
(M) = M,

ale w tym przypadku dotyczy to szczegdlnych nawiaséw, a nie jest to ogdlna
zasada,



4) zamiast \xM mozemy napisa¢ A\x.M, a wyrazenie Az ...z, . AzM mozemy
skroci¢ do postaci Az ... xz,x. M, to znaczy przyjmujemy, ze

ATy .oy M = Ay e, M

2 Kilka pojeé¢ dotyczacych termoéw

2.1 Wystgpienia znakéw i podstow

Przypusémy, ze mamy dane pewne stowo w. Wystapieniem znaku x w tym stowie
nazywamy jeden konkretny znak x w tym stowie. Formalizujac to pojecie mozemy
powiedzie¢, ze jest to znak x wraz z informacja identyfikujaca ten znak sposrod
by¢ moze wielu znakéw x wystepujacych w tym stowie. Taka informacja moze
by¢ na przyklad numer znaku (lub jego indeks), prefiks danego stowa poprzedza-
jacy wystapienie znaku lub przynajmniej dhugos¢ tego prefiksu, liczba znakow x
wystepujacych wezesniej i wiele innych.

Podobnie definiujemy wystapienie podslowa. Jest to podstowo wraz z infor-
macja pozwalajaca jednoznacznie umiejscowi¢ to podstowo w danym stowie, na
przyktad z dtugoscig prefiksu poprzedzajacego wystapienie.

2.2 Podtermy

Dla danego termu M symbolem Sub(M) bedziemy oznaczaé¢ zbiér whasciwych pod-
termow termu M. Wobec tego elementy tego zbioru bedziemy nazywaé wtasciwymi
podtermami termu M. Oprécz podtermow whasciwych kazdy term ma tez podterm
niewtasciwy. Niewtasciwym podtermem termu M jest term M.

Zbiory Sub(M) definiujemy indukcyjnie nastepujacymi wzorami

1) jezeli term M jest zmienng, to Sub(M) = () (zmienne nie maja wtasciwych
podterméw),

2) jezeli term M jest aplikacja AB, to Sub(M) = Sub(A) U Sub(B) U {A, B}

(wlasciwymi podtermami AB sa termy A i B oraz ich wlasciwe podtermy),

3) jezeli M jest abstrakcja Az A, to Sub(M) = Sub(A)U{A} (wlasciwymi pod-
termami abstrakcji Az A sa termy A i jego wtasciwe podtermy).

Mowigce podterm najczesciej bedziemy mie¢ na mysli konkretne wystapienie
podtermu. Zaktadam, ze odpowiednie uzupehienie przytoczonej definicji nie spra-
wi Czytelnikom zadnego ktopotu.

2.3 Konteksty

Konteksty sa wtasciwie termami, w ktérych wybrana zmienna wystepuje w doktad-

nie jednym miejscu i nie bezposrednio za operatorem \. Zwykle jest to specjalna

zmienna, nie nalezaca do V. W tym opracowaniu bedzie oznaczana symbolem [ ].
Konteksty definiujemy indukcyjnie w nastepujacy sposob:

1) [] jest kontekstem,
2) jezeli C' jest kontekstem, a M jest A-termem, to CM i MC sa kontekstami,

3) jezeli C jest kontekstem, a z jest zmienna, to Az C' tez jest kontekstem.
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Oczywiscie, jest to definicja w stylu abstrakcyjnej definicji wyrazen. Konteksty
pozwalaja analizowaé¢ wystapienia podterméw. Czasem jednak bedziemy analizo-
wal jednoczesnie wystgpienia kilku podterméw pewnego termu. Wtedy byé¢ moze
uogdlnimy definicje kontekstu.

2.4 Podstawianie w kontekstach

W kontekstach mozemy podstawia¢ albo umieszczaé¢ termy. Dla danego kontekstu
C'itermu N symbolem C[N] bedziemy oznaczaé term N umieszczony w kontekscie
C' (lub wynik podstawienia termu N za zmienng [ | w kontekscie C'). Bedzie to
term okreslony w nastepujacy sposob:

1) [N] = N ([][N] = N?, umieszczajac N w kontekscie [ | dostajemy N),

2) dla dowolnego kontekstu C' i dowolnego termu M mamy (CM)[N] = C[N|M
oraz (MC)[N] = MC|N],

3) dla dowolnego kontekstu C' i dowolnej zmiennej z mamy (Az C)[N| =
Az C[N].

Latwo sprawdzi¢, ze po umieszczeniu termu N w kontekscie C' otrzymujemy term.

2.5 Konteksty a podtermy

Lemat 2.1 Jezeli C jest kontekstem, a M — termem, to M jest podtermem termu
C[M]. O

Lemat 2.2 Jezeli N jest podtermem termu M, to M = C[N] dla pewnego kon-
tekstu C. Co wiecej, dla okreslonego wystgpienia termu N kontekst C' jest jedno-
znacznie wyznaczony. O

2.6 Operatory A\, wystgpienia i zasieg

Dla kazdego (wystapienia) operatora A w termie M definiujemy jego zasieg.

Jezeli term M jest aplikacja My Ms, to operatory A w termie M wystepuja albo
w M, albo w M, i zasieg wystapienia operatora A w M jest taki, jak jego zasieg w
M Tub odpowiednio w My w zaleznosci od tego, w ktorym z podtermow operator
wystepuje.

Zasiegiem operatora A rozpoczynajacego abstrakcje M = Az A (w M) jest
podterm A (czasem do zasiegu zaliczymy takze zmienna x zapisana tuz przed A).
Zasieg termie M pozostalych operatorow A jest taki, jak ich zasieg w termie A.

Nietrudno zauwazy¢, ze kazde wystapienie w termie M operatora A\ wyzna-
cza lub rozpoczyna pewien podterm Az A termu M ztozony z operatora, pewnej
zmiennej x i zasiegu A.

2.7 Wystagpienia zmiennych, wolne i zwigzane

W rachunku A zwrot wystapienie zmiennej” ma kilka nieco r6zniacych sie znaczen.
Wynika to stad, ze same zmienne petnig w rachunku \ dwie, a moze nawet trzy
role.

Zmienna x jest jednym z symboli, ktérymi mamy prawo postugiwaé si¢ zapisu-
jac A-termy. Moze wiec méwié o wystapieniu x tak, jak o wystapieniach kazdego
innego symbolu, abstrahujac od wszelkich szczegdtow.



Zmienne moga ,dookresla¢” operator A lub wskazywaé¢ okreslone miejsce w
termie. W abstrakcji Ax A symbol = (drugi znak tej abstrakcji) jest zmienna tylko
formalnie, nie petni on roli zmiennej, na przyktad nic nie bedziemy podstawiaé za
to . Ten symbol nazywa sie zmienna wiazana operatorem A (tym znajdujacym
sie bezposrednio przed z). Ze wzgledow jezykowych bedziemy go réwniez nazywaé
zmienng okreslajaca poprzedzajacy go operator. Jego rola jest tylko przekazywanie
informacji, ze poprzedzajacy go operator A dotyczy wystapien zmiennych z czyli
wigze te zmienne.

Pozostate wystapienia zmiennych, te ktore nie okreslaja operatorow, dzielg sie
na dwa rodzaje: wystapienia wolne i wystapienia zwiazane. Wystapienie zmien-
nej x jest zwigzane, jezeli znajduje si¢ w zasiegu operatora A wigzacego zmienng x
(pewnego, moze by¢ ich kilka, najwazniejszy jest operator ,najblizszy”). Te wysta-
pienia zmiennej, ktére ani nie okreslaja operatoréw, ani nie sa zwigzane, nazywamy
wolnymi.

Aby zorientowaé sie w sytuacji mozna przeanalizowa nastepujacy term:

r(Azz(Ax z(Azy))).
Jest to sztuczny term, bedziemy unika¢ postugiwania sie takimi, zamiast niego

lepiej postuzy¢ sie termem z(Aa a(Abb(Acy))).

2.8 Zbiér zmiennych wolnych

Symbolem F'V (M) bedziemy oznaczaé¢ zbiér zmiennych, ktére wystepuja jako wol-
ne w termie M. Zbiory F'V (M) definiujemy indukcyjnie nastepujacymi wzorami

1) jezeli term M jest zmienna z, to FV (M) = {z},
2) jezeli term M jest aplikacja AB, to FV(M) = FV(A)U FV(B)
3) jezeli M jest abstrakcja Az A, to FV(M) = FV(A)\ {«}.

2.9 Zbiér zmiennych zwigzanych

Symbolem BV (M) bedziemy oznaczaé zbior zmiennych, ktére wystepuja w termie
M jako zmienne zwiazane (pewnym operatorem \). Zbiory BV (M) definiujemy
indukcyjnie nastepujacymi wzorami

1) jezeli term M jest zmienna, to BV (M) = 0,
2) jezeli term M jest aplikacja AB, to BV (M) = BV (A)U BV (B)
3) jezeli M jest abstrakcja Az A, to BV (M) = BV(A) U ({z} N FV(A)).

3 Podstawianie i podstawialnosé

3.1 Podstawianie

Dla dwoch A-wyrazen M i N i zmiennej x rekurencyjnie definiujemy podstawienie
M|z := N] wyrazenia N za zmienna x w wyrazeniu M. Przyjmujemy, ze

1) jezeli M = x, to M[x := N] = z[zx :== N|] = N,
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3) jezeli M jest aplikacja My Ms, to

M|z := N] = (M1 M,)[x := N] = (Mi[z := N])(Ms[x := n]),

4) jezeli M jest abstrakcja Az.Mi, to M|z := N| = (Az.M;)[x := N| = \z. My,
5) jezeli M jest abstrakcja Ay.M; iy # x, to

Mz := N] = (A\y.M;)[z := N] = Ax.(M; |y :== NJ).

3.2 Niezgodnosé definicji podstawiania z intuicjami

W rachunku lambda, podobnie jak w logice, podstawianie powoduje przerdzne
komplikacje i musi by¢ ostroznie stosowane. Swiadcza o tym nastepujace rozwaza-
nia.

Wezmy term F' = Azy. yx. Zgodnie z powszechnymi wyobrazeniami wyrazenie
to oznacza operacje, ktora polega na aplikowaniu drugiego argumentu do pierw-
szego. Nalezatoby sie wiec spodziewaé, ze dla dowolnych terméw M i N zachodzi
rowno$¢ FMN = NM. W szczegdlnosci powinna zachodzi¢ rownosé¢ Fyx = xy.

Jezeli funkcja jest definiowana pewnym wzorem, to zwykle warto$¢ tej funkcji
znajdujemy podstawiajac do tego wzoru argument. Tak tez chcielibysmy postepo-
wac¢ w rachunku lambda. Wobec tego, zgodnie z podana definicja

Fy = (Azy.yx)y = Ayyx)z =yl = Ayyy

oraz
Fyr = (A\y.yy)r = (yy)ly := 2] = 2.

Jezeli jednak zgodzimy sie, ze w rachunku lambda zachodzi réwnos$¢ xy = xx,
to powinnismy zgodzié¢ sie takze z réwnoscia \xy.xy = Axy.xzx. 7 tej ostatniej
rownosci wynika rownosé kazdej pary termow. Wezmy dowolny term M oraz [ =
Az. z. Dla tych terméw mamy

M =1IM = (Azy.xzy)IM = (Azy.xx)IM = (A II)M =11 = 1.

Kazdy term jest wiec rowny termowi I. Trudno pasjonowaé si¢ rachunkiem, w
ktorym kazde dwa wyrazenia sg réwne.

3.3 Podstawialnosé

Zmienna y jest podstawialna za zmienng x w termie M, jezeli w termie M zadne
wolne wystapienie zmiennej = nie znajduje sie w zasiegu operatora abstrakcji A
wigzacego zmienng .

Ta definicja wyrazona bardziej formalnie stwierdza, ze zmienna y jest podsta-
wialna w termie M za zmienng z, jezeli

VA, B € Sub(M) (A= \yB = x ¢ FV(B)).

Term N jest podstawialny za zmienna x w termie M, jezeli kazda jego zmienna
wolna jest podstawialna w termie M za x.

Zmienne wolne w termie podstawianym sg uwazane za absolutnie wolne, nie
moga staé¢ sie zwigzane w wyniku podstawiania. Podstawialnos¢ gwarantuje, ze
pozostana wolne po podstawieniu.



Lemat 3.1 Jezeli pewna zmienna w termie nie jest wigzana zZadnym operatorem
A, to jest podstawialna za dowolng zmienng. O

Lemat 3.2 Term N jest podstawialny za zmienng z w aplikacye My My wtedy 1
tylko wtedy, gdy jest podstawialny za te zmienng zawrowno w My, jak © w M. O

Lemat 3.3 Interesuje nas podstawialnosé za zmienng z w abstrakcyi Ax M. W tej
sytuacyi

1) term z wolnym wystgpieniem x jest podstawialny wtedy i tylko wtedy, gdy
= ¢ FV(M),

2) jezeli z # x, to term bez wolnych wystgpien x jest podstawialny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest podstawialny w M,

3) jezeli z = x, to wszystkie termy sq podstawialne (ale nie zostang podstawio-

ne). O

3.4 Wlasnosci podstawiania

Lemat 3.4 Zawsze zachodzi wzér M|z :=z] = M. O
Lemat 3.5 JeZeli zmienna x nie jest wolna w termie M, to M|x := N| = M.
Dowdd. Przez indukcje ze wzgledu na budowa termu M. O
Lemat 3.6 Zachodzi zawieranie
FV(Mlzx := NJ]) C (FV(M)\ {z}) U FV(N).

Dowéd. Przez indukcje ze wzgledu na budowa termu M. O
Lemat 3.7 Jezelixz £y ix,y & FV(L), to

M|z := N]ly:= L] = M|y := L][x := N][y := L]. O
Dowéd. Przez indukcje ze wzgledu na budowa termu M.

Przypadek 1: M jest zmienng z € V.

Przypadek 1.1: z = y. Na mocy definicji podstawiania, lewa strona wzoru jest
rowna L. Prawa takze jest réwna L na mocy lematu 3.5.

Przypadek 1.2: z # y. Obie strony wzoru sg rowne z definicji podstawiania.

Przypadek 2: M jest aplikacja. ROwnos¢ jest oczywista na mocy zatozenia in-
dukcyjnego.

Przypadek 3: M = \zM'.

Przypadek 3.1: z = z. Lewa strona wzoru jest réwna Az(M'[y := L]), a prawa
— (Az(M'ly == L]))[y := L]. Na mocy lematu 3.6 zmienna y nie jest wolna w
Ax(M'y := L]). W tej sytuacji teza wynika z lematu 3.5.

Przypadek 3.2: z = y. Na mocy definicji podstawiania obie strony réwnosci sg
réwne \y(M'[z := NJ).



Przypadek 3.3: z # x i z # y. Dowodzona rowno$¢ jest oczywista konsekwencja
zalozenia indukcyjnego. O

Lemat 3.8 Jezelixz £y, y¢ FV(N) ix & FV(L), to

Dowdd. Podobny do poprzedniego i prostszy. W miejscach, gdzie teza nie wynika
w oczywisty sposob z definicji lub zatozenia indukcyjnego, korzystamy z lematu
3.5.0

Lemat 3.9 Jezelix #y, © & FV(L) i N jest podstawialny za x w termie M, to
Mz := Nlly:= L] = M[y := L][x := Ny := L]]. O
Dowéd. Przez indukcje ze wzgledu na budowa termu M.

Przypadek 1: M jest zmienng z € V.

Przypadek 1.1: z = y. Na mocy definicji podstawiania, lewa strona wzoru jest
rowna L. Prawa takze jest réwna L na mocy lematu 3.5.

Przypadek 1.2: z # y. Obie strony wzoru sg rowne z definicji podstawiania.

Przypadek 2: M jest aplikacja. R6wnos¢ jest oczywista na mocy zalozenia in-
dukcyjnego i definicji podstawialnodci.

Przypadek 3: M = \zM’'.

Przypadek 3.1: z = x. Obie strony sa réwne, poniewaz nie wykonujemy roznia-
cych sie podstawien za zmienng x.

Przypadek 3.2: z = y ¢ FV(N). Na mocy definicji podstawiania i lematu 3.5
obie strony réwnosci sg rowne A\y(M'[x := NJ).

Przypadek 3.3: z = y € FV(N). W tym przypadku term N nie jest podsta-
wialny za x w abstrakcji AyM’. Tak wiec przypadek ten nie moze zaj$¢ na mocy
ostatniego zatozenia.

Przypadek 3.4: z # x i z # y. Dowodzona réwnosé jest konsekwencjg zatozenia
indukcyjnego i definicji podstawialnosci. O

4 Rodzaje relacji

4.1 Relacje zgodne

Relacja = w zbiorze A-termoéw jest zgodna z operacjami A-rachunku jezeli dla
wszystkich M, N, Z e Aixz eV

1) warunek M > N pociaga za soba ZM = ZN oraz MZ >~ NZ,
2) warunek M = N implikuje, ze Az M = Az N.

Lemat 4.1 Niech = bedzie relacjg zgodng z operacjami A-rachunku. Wtedy dla
dowolnego kontekstu C' i dla dowolnych termow M, N € A takich, ze M = N
zachodzi takze relacja C[M] = C[N]. O



4.2 Kongruencje

Kongruencjami nazywamy zgodne relacje rownowaznosci. Najprostszym przykta-
dem kongruencji jest relacja rownosci.

4.3 Redukcje

Mamy dwa rodzaje redukcji: w jednym i w wielu krokach. Redukcja w jednym
kroku najczesciej jest definiowana jako najmniejsza relacja zgodna z operacjami,
rozszerzajace pewne proste przeksztacenie. Redukcja w jednym kroku wyznacza
redukcje w wielu krokach, ktora jest krotko nazywana redukcja.
Redukcjg zwykle nazywamy zgodng relacje, ktora jest zwrotna i przechodnia.
Majac redukcje w jednym kroku — definiujemy relacje — przyjmujac, ze jest
to najmniejsza relacja speliajgca dla wszystkich L, M, N € A warunki

1) jezeli M = N, to M — N,
2) jezeli M — Li L — N,to M — N.

Zgodnie z rownowazng definicja redukcje — w wielu krokach definiujemy jako
najmniejsza relacje spetniajaca warunki

1) jezeli M = N, to M — N,

2) jezeli M — N, to M — N,

3) jezeli M —- LiL — N,to M — N.

Czasem w definicji redukcji moze by¢ uzasadniona rezygnacja z warunku zwrot-
nosci.
Lemat 4.2 Jezeli relacja redukcyi w jednym kroku — jest zgodna z operacjami
rachunku X\, to relacja — jest redukcjq zgodng z operacjami rachunku A. O

Bywa rowniez, ze musimy rozwaza¢ bardziej ogolne redukcje, rozumiane jako
zgodne z operacjami i przechodnie rozszerzenia pewnej kongruencji =.

Wtedy, majac redukcje w jednym kroku —, definiujemy relacje — przyjmujac,
ze jest to najmniejsza relacja spetniajaca dla wszystkich L, M, N € A warunki

1) jezeli M =2 N, to M — N,
2) jezeli M — N, to M — N,
3) jezeli M — LiL — N,to M — N.

Lemat 4.3 Jezeli = jest kongruencjg @ relacja redukcyi w jednym kroku — jest
zgodna z operacjami rachunku X, to relacja — jest redukcjg (zgodng z operacjami
A-rachunku). O

4.4 Konwersje

Majac relacje redukceji — definiujemy zwigzang z nig relacje konwersji = przyjmu-
jac, ze jest to najmniejsza relacja spetiajaca dla wszystkich L, M, N € A warunki

1) jezeli M — N, to M = N,
2) jezeli M = N, to N = M,
3) jezeli M =LiL=N,toM=N.

Lemat 4.4 Jezeli relacja — jest redukcjq, to relacja = jest kongruencjg. O
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5 a-konwersja

5.1 «a-redukcja

Relacje a-redukeji w jednym kroku, czyli relacje —,,, definiujemy jako najmniejsza
relacje zgodna z operacjami rachunku lambda zawierajaca wszystkie pary

M. M — o Ny Mz =y,

gdzie zmienna y nie jest wolna w termie M (y ¢ FV(M)) i jest podstawialna w
M za zmienng x.

Relacja a-redukcji w jednym kroku wyznacza relacje —, a-redukeji tak, jak to
zostalo wyzej opisane. Relacja —, jest wiec zwrotnym i przechodnim domknigciem
relacji —,, czyli najmniejsza relacja taka, ze

1) M —, M,
2) jezeli M —q N, to M —»q N,
3) jezeli M —, Ni N —, P, to M —», P.

Relacja a-redukcji, w przeciwienstwie do a-konwersji, nie ma wiekszego zna-
czenia. W tym tekscie odgrywa gtownie role techniczng. a-konwersja nazywamy
najmniejsza symetryczng i przechodnia relacje zawierajaca relacje a-redukcji. Re-
lacje a-konwersji bedziemy oznacza¢ symbolem =,.

5.2 Najprostsze wlasnosci a-redukcji

Termy bedace w relacji a-redukcji sa bardzo podobne, maja taka same¢ strukture,
roznig jedynie zmiennymi wystepujacymi jako zmienne zwigzane. Mozna sformu-
towaé wiele lematow stwierdzajacych ten fakt, w tym nastepujace.

Lemat 5.1 Jezeli M —, N, to albo jednoczesnie termy M ¢ N sq aplikacjams,
albo sq abstrakcjami, albo sq identycznymi zmiennymi.

Dowéd. Rozwazmy relacje
R ={(M,N) e A*:(MiN sa aplikacjami)V(M i N sa abstrakcjami)vVM = N}.

Relacja ta ma wtasnosci wymagane od relacji a-redukcji w jednym kroku. Poniewaz
a-redukcja w jednym kroku jest najmniejszg taka relacja, wigc —, C R.

Tak wiec relacja R ma wlasnosé 2) z definicji relacji — . Latwo wykazaé, ze
ma tez pozostale wlasnosci wymienione w tej definicji. Stad otrzymujemy teze
lematu, gdyz —, jest najmniejszg taka relacjg. O

Lemat 5.2 Jezeli M i@ N sq roznymi termamsi takimi, ze M —», N, to pierwszy
znak roznigey termy M @ N jest zmienng wigzang pewnym operatorem \.

Dow6d. Analogiczny do poprzedniego. Tym razem rozwazamy relacje ztozong

z par termow: dwoch termow identycznych, badz réznigcych sie na pierwszym
miejscu zmienng wigzang. O
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5.3 a-redukcja naprawde jest a-konwersja

Przypomnijmy, ze a-konwersja nazywamy najmniejsza relacje symetryczna i prze-
chodnia, ktora zawiera relacje a-redukeji. Oznaczamy ja symbolem =,,.

Lemat 5.3 1) Jezeliy & FV(M), tox & FV(M|x :=y)).

2) Jezeliy & FV (M), to y nie wystepuje w termie M[x = y| jako zmienna
wolna w zasiequ kwantyfikatora wigzgcego x.

3) Jezeliy & FV (M), to zmienna x jest podstawialna za y w termie Mz := y].
4) Jezeliy & FV(M), to \y.M[z :=y] —, o.Mz :=vylly:=2z] = \z.M.
5) Relacja —,, jest symetryczna.

6) Relacja —», jest symetryczna. O

Whniosek 5.4 Relacja a-redukcji —,, jest kongruencjqg © — w konsekwencji — jest
relacjq a-konwersji =,. O

5.4 Cos, co przypomina posta¢ normalng

Przypusémy, ze mamy term My, w ktérym wystepuje n operatorow lambda, oraz
n zmiennych z1, zo, .. ., z,. Term M przeksztalcamy w term M|z, 29, . . ., 2,] Wy-
konujac nastepujacy algorytm:

M = My; i =1;

while 7 <n do

(a) w termie M znajdz i-ty symbol \;

(b) znajdz podterm Ar A termu M zaczynajacy sie tym A;

(c) znajdz kontekst C taki, ze M = C[\z Al;

(d) zastgp M przez C[\z; Alz = z]];

(e) i=1i+1;

return M.

Lemat 5.5 Jezeli w termie My wystepuje n operatorow X\, a parami rézine zmienne
21,22, . - ., 2n i€ wystepujeg w My (ani jako zmienne wolne, ani jako wigzane lub
zwigzane), to niezmiennikami petli while w wyzej podanym programie sq¢ nastepu-
jace stwierdzenia:

1) zmienne z;, zit1, - . ., 2n nie wystepuje w termie M,
2) k-ty operator A\ w termie M wigze zmienng zj. dla wszystkich k < i,
3) MO e M:

4) zmienna w jest podstawialna za y w termie M (o ile jest to zmienna spoza
ClQgu 21,29, - -+, Zn),
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5.5 a-redukcja a podstawianie

Lemat 5.6 Jezeli M —, M’ i term N jest podstawialny za zmienng z w termach
M i M', to M|z := N| —, M'[z := NJ.

Dowdd. Dla danej zmiennej z i danego termu N przyjmijmy, ze ®(M, M) oznacza
stwierdzenie

(N jest podstawialny za z w M i M') = M][z:= N| —, M'[z := N]
i rozwazamy zbior
R={(M,M') €, &M, M)}y ={(M,M)eAN*: M —, M N®M, M)}

Pokazemy, ze zbiér ten ma wtasnosci wymagane od relacji —,, i jako taki, zawiera
te relacje (a wlasciwie jest jej réwny). Oczywiscie, to zawieranie pociaga za sobg
stwierdzenie

VM, M' e A M —, M = ®(M, M),

czyli teze lematu.

Najpierw wykazemy zgodno$c¢ relacji R z dzialaniami. Wezmy wiec dwa termy
M i M’ takie, ze M —, M' i ®(M, M').

Zgodnosé z aplikowaniem. Do zbioru R nalezg para (KM, KM'). Jest to
wlasciwie oczywiste. Z definicji —,, otrzymujemy, ze KM —, KM', a jezeli term
N jest podstawialny za z w KM i KM’', to takze jest podstawialny w M i M’,
z zalozenia ®(M, M') wynika, ze M[z := N] —, M'[z := NJ, a takze K[z :=
N|M|z := N] —, K|z := N]M'[z := N|. W przypadku drugiem pary postepujemy
analogicznie.

Zgodno$é z abstrakcja. Teraz pokazemy, ze takze para (Az M, \x M') nalezy
do R. Jest jasne, ze Az M —, Ax M'. Dalej rozwazamy kilka przypadkdow.

Jezeli z = x lub z & FV (M), to sprawa jest prosta: podstawianie tak naprawde
niczego nie robi i teza wynika bezposrednio z zalozenia, ze M —, M’ i definicji
— -

W przeciwnym razie, podstawianie i dopisywanie operatora abstrakcji mozna
wykonywaé¢ w dowolnej kolejnosci: (Ax M)[z := N] = \x M|z := N]. Z zalozenia
indukcyjnego mamy M|z := N|] —, M'[z := N|, mozemy wiec do obu stron relacji
dopisa¢ operator Ax i wyciagnaé za niego operacje podstawiania.

Pozostato jeszcze wykazaé, ze relacja R dopuszcza

Mozliwo$é zamiany zmiennych. Przypusémy wiec, ze M = Az A, M' =
Ay Alx := y| dla pewnej zmiennej y ¢ FV (M), podstawialnej za z w termie A.
Naszym celem jest pokazanie, ze (M, M') € R. W szczegdlnosci wiec, OM —, M.
To jest oczywiste na mocy definicji —,,.

Aby wykaza¢ druga z wymaganych wlasnosci pary (M, M’) zatézymy, ze mamy
term N podstawialny za z w tych obu termach i pokazemy, ze (Ax A)[z := N| —
a(Ay Alx :==y])[z := N]. W tym celu rozwazamy kilka przypadkéw.

Przypadek 1: z = z i z = y. Teza zachodzi, poniewaz zadne z podstawien nie
powoduje zmian oraz M —, M'.

Przypadek 2: z = z i z # y. Takze w tym przypadku zadne z podstawien nie

zmienia terméw. Tak jest, gdyz w termie Ay Az := y| nie ma wolnych wystapien
zmiennej z, wszystkie wolne wystapienia z zostaty zamienione na wystapienia y.
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Przypadek 3: z # z i z = y. Podobnie, jak w poprzednim przypadku. W termie
Axr A nie ma wolnych wystapien zmiennej y, czyli zmiennej z.

Przypadek 4: z # x i z # y. W tym przypadku pokazemy, ze Alx := y|[z :=
N] = A[z := N|[z := y], zmienna y nie jest wolna w A[z := N] i jest podstawialna
za x w A[z := NJ]. Warunki te pociagaja za soba nalezenie interesujacej nas pary
do relacji —, na mocy jej definicji.

Spelnianie powyzszych warunkéw jest oczywiste, gdy z € FV(A). W tym przy-
padku podstawienie N za z nie zmienia wymienionych termow.

Jezeli z € FV(A), to zalozenia o podstawialnosci N implikuja, ze zmienne z i
y nie sa wolne w N. W tej sytuacji rownos¢ podstawien wynika z lematu 3.8. O

Lemat 5.7 Przypusémy, ze mamy term My, w ktorym wystepuje n operatorow X\,
oraz term N podstawialny za zmienng y w termie My. Zalozmy tez, Ze zmienne
21, 29, .- ., Zn nie wystepujq w termie My ani jako zmienne wolne, ani wigzane,
a term N nie zawiera ich wolnych wystgpien. Wtedy po wykonaniu algorytmu z
rozdziatu 5.4 prawdziwe jest stwierdzenie

Moly := N| =4 Mylz1, 29, .., 20)[y := NJ.

Dow6d. Aby dowiesé ten lemat, wystarczy zauwazy¢, ze niezmiennikiem algoryt-
mu z rozdziatu 5.4 jest stwierdzenie, ze

Myly := N] —, M[y := NJ.

Z lematu 5.5 i zalozenia o podstawialnosci N za zmienng y w M, wynika, ze
podczas dziatania algorytmu z rozdziatu 5.4 term N jest podstawialny w M za
zmienng y. Zatézmy tez, ze po wejéciu do petli w rozwazanym algorytmie zachodzi
warunek Myly := N|] —, M|y := N]. Podczas wykonania tej petli term M jest
przeksztalcany w term M’ taki, ze M —, M’'. Zgodnie z lematem 5.6 zachodzi tak-
ze M|y :== N|] —, M'[y := N|. Tym bardziej mamy M|y := N| —, M'[y := NJ,
a poniewaz M’ jest wartoscig zmiennej M po wykonaniu petli, fakt ten swiadczy
o tym, ze mamy do czynienia z niezmiennikiem. Stad i z teorii niezmniennikéw
wynika prawdziwosé¢ tezy dowodzonego lematu. O

5.6 Dwie bardzo wazne wlasnosci a-konwersji

Twierdzenie 5.8 Dia kazdych dwéch A-termow My + N oraz dla dowolnej zmien-
nejy € V istnieje term M taki, Ze Mo —», M, w ktorym term N jest podstawialny
20 2mienng vy.

Dowéd. WeZzmy termy M, z n operatorami A i N, i wybierzmy zmienne 21, 29, . . . 2,
nie wystepujace ani w termie M,, ani w termie N. Term M, przeksztatcamy do
termu Mo|z1, 29, . . ., 2,] zgodnie z algorytmem z rozdziatu 5.4. W ten sposéb otrzy-
malismy pewien term M = My[z1, 22, . . ., 2,|. Pokazemy, Ze spelia on teze dowo-
dzonego twierdzenia.

To, ze mamy My —, M wynika z teorii niezmiennikéw i lematu 5.5. Stwierdze-
nie to zachodzi przed wykonaniem petli z algorytmu wykorzystanego w konstrukeji
M, i jako niezmiennik jest wigec prawdziwe po wykonaniu petli i catego algorytmu.

Postugujac sie niezmiennikami z lematu 5.5 pokazujemy rowniez, ze zmiennymi
wigzanymi operatorami A w termie M sg jedynie zq,2s,...,2,. Zmienne te nie
wystepuja w termie N, a wiec zmienne z N nie sg wigzane w M zadnym operatorem
A. W tej sytuacji term N jest podstawialny w M na mocy lematu 3.1. O
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Twierdzenie 5.9 Przypusémy, Ze mamy dwa termy My 1 My, ktore sq w relacyi
a-konwersji (czyli takie, ze My =, Ms) i term N, ktory jest w nich podstawialny
za zmienng y. Wtedy termy M|y := N]| i Mayly := N| tez sq w relacji a-konwersji
(czyli My[y := N| =, Ms[y := N]).

Dowé6d. Majac termy M; i M, oraz term N, spetniajace zatozenia, wybieramy
zmienne zq, 2s, ..., Zp, Ktére nie wystepuja ani w My, ani w Ms, ani nie sg wolne
w N. Wybieramy tyle zmiennych, ile operatoréw A znajduje sie w termie M; (a
takze w My, termy a-konwertowalne maja tyle samo operatoréw \).

Teraz oba termy M; i M, przeksztalcamy w termy M;(z1,20,...,2,) i
My(z1, 22, . . ., 2,) stosujac algorytm z rozdziatu 5.4. Otrzymane w ten sposéb ter-
my sa identyczne. Z lematu 5.5 otrzymujemy bowiem dwa fakty: ze w kazdym z
tych termoéw k-ty operator A wiaze zmienng z; dla wszystkich & < n, jak rowniez,
ze termy te mozna otrzyma¢ w wyniku a-redukcji z a-konwertowalnych terméw
My i My. W tej sytuacji, identycznos¢ wspomnianych terméw wynika z wniosku
5.4 1 lematu 5.2.

Na mocy lematu 5.7, termy M|y := N| i Ms[y := N] mozna a-zredukowaé
do My(z1,22,...,2n)y := N] 1 My(21, 22, ..., 2,)[y := N] odpowiednio. Tak wiec
termy My := N] i Msly := N] mozna a-zredukowaé¢ do tego samego termu
Mi(z1,29, ..., 2n)[y := N| = My(21, 29, . .., 2n)[y := NJ. Stad teza. O

5.7 Raz jeszcze o \-termach
6 Dodatki

6.1 Ewolucja symbolu abstrakcji
TM = rxM = NxeM = \aM

6.2 Gramatyka definiujgca \-wyrazenia

Nizej jest przedstawiona proba zdefiniowania gramatyki generujacej wyrazenia ra-
chunku lambda zgodne z zasadami opisanymi w rozdziale 1.5, takze dotyczacymi
opuszczania nawiasow.

1) (M-wyrazenie) ::= (uogolniona aplikacja) | (abstrakcja)

2) (wyrazenie proste) ::= (zmienna) | ((aplikacja))) | ({(abstrakcja))

3) (uogblniona aplikacja) ::= (zmienna) | (aplikacja)

4) (aplikacja) ::= (zmienna)(wyrazenie proste) |
({(abstrakcja))(wyrazenie proste) | (aplikacja)(wyrazenie proste)

5) (abstrakcja) = A (zmienne) . (uogélniona aplikacja)

6) (zmienne) ::= (zmienna) | (zmienna)(zmienne)

7) (zmienna) ::= (mala litera, ewentualnie z indeksami)
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