Wersja z 24 czerwca 2006 roku.

1 Podstawowe pojecia algebry ogdlnej

1.1 Sygnatura

Sygnatura algebry nazywamy zbiér symboli funkcyjnych i symboli statych wraz z informacja
o arnosci poszczegblnych symboli funkcyjnych. Arnosé symbolu, to liczba naturalna zwigzana
z tym symbolem. Okresla sposob zapisywania wyrazen, w ktorych ten symbol wystepuje.
Symbole stalych czasem uwaza sie za symbole funkcyjne o arnosci 0.

Przyktadem sygnatury moze byé zbiér ztozony symboli -, ~! oraz 1 wraz z informacja, ze
pierwszy z wymienionych symboli ma arnos$¢ 2, nastepny — arnos¢ 1, a ostatni jest stata, czyli
symbolem funkcyjnym o arnosci 0. Symbole te nic nie znacza, natomiast mozemy uzywac ich
do tworzenia np. wyrazen, wzoréw itp.

Moéwimy, ze algebra A ma sygnature S, jezeli symbolom funkcyjnym z S odpowiadaja
doktadnie dzialania w algebrze A i przy tym symbolowi o arnosci £ odpowiada dziatanie k
argumentowe, a staltym z sygnatury odpowiadaja wyroznione elementy algebry A.

Jezeli S jest sygnatura i A jest algebra o sygnaturze S, to dziatanie z algebry A odpowia-
dajace symbolowi f z sygnatury S bedziemy oznaczaé napisem f4, a jezeli bedzie to mozliwe,
to takze symbolem f. W takiej sytuacji symbol f bedzie mial dwa znaczenia.

Przyklad 1.1 Wszystkie grupy sa algebrami o sygnaturze z symbolami -, =} i 1 o wyzej
okreslonej arnoéci. Dotyczy to takze grupy liczb calkowitych Z z dodawaniem. Wtedy -Z = +
(- to znak, a + to funkcja, ktéra parze liczb przyporzadkowuje ich sume), a 17 = 0. Rzecz
jasna, na ogdt staramy unikaé sie takich sytuacji, jak w tym przyktadzie.

1.2 Wyrazenia, czyli termy

Przypusémy, ze mamy sygnature S. Niech X bedzie zbiorem symboli zmiennych (uzywanych
np. do oznaczania blizej nieokreslonych elementéw). Zbiér wyrazen (termoéw) 7y nad sygnatura
S 1 ze zmiennymi ze zbioru X jest to najmniejszy sposrod zbioréw T, ktore maja nastepujace
wtasnosci:

1. jezeli x jest zmienna ze zbioru X (x € X),tox € T,
2. jezeli a jest staly z sygnatury S, toa €T,

3. jezeli f jest symbolem funkcyjnym z sygnatury S i ma arno$¢ n, a ty,...,t, € T, to
f(ty,... ty) €T.

Przykltad 1.2 Sposéb zapisu ztozonych terméw zaproponowany w definicji zapewnia mozli-
wos¢ jednoznacznego odczytania z termu jego budowy. Na ogoét jednak piszemy inaczej. Na
przyktad, nie piszemy -(z,y), a raczej z - y. Przy takiej notacji napis « - y - z nie opisuje jedno-
znacznie termu. Moze on znaczy¢ (z-y) - z albo z - (y - z). Termy te sa rozne. Jest to wyraznie
widoczne, jezeli postuzymy sie zapisem uzytym w definicji termu. Podane termy beda miaty
wtedy postaé¢ -(-(z,y),z) i odpowiednio -(z,-(y, z)). Uwzglednianie tradycyjnego zapisu wy-
razen prowadzi do zawitej definicji termu. Wobec tego, za podstawows definicje termu bede
uwazal przytoczona, ale beda postugiwac sie takze zwyktym zapisem. Wtedy bede zaktadac,
ze wszyscy potrafig sie domysle¢, jaka jest rzeczywista posta¢ niezbyt doktadnie opisanych
termow. W szczego6lnosci, napis - y - 2z uzyty wtedy, gdy mowimy o termach, bedzie oznaczac



jeden z podanych terméw, np. -(-(x,y), z). Przyktadem termu uzywajacego sygnatury grup ze
zmiennymi x, y i z moze by¢ napis

((@-y)™ - (12)7 (@7 2),

1.3 Algebra wyrazen (terméw)

Niech Ty oznacza zbiér wyrazen, czyli terméw, zbudowanych za pomocg symboli z sygnatury
S ze zmiennymi ze zbioru X. Zbiér ten jest uniwersum algebry zwanej algebra terméw. Jest
to algebra o sygnaturze S. Stata a z sygnatury S oznacza w algebrze terméw term a. Tak wiec
a’x = a. Podobnie, n-arny symbol funkcyjny f z sygnatury S oznacza dziatanie f7x : T¢ — T
zdefiniowane wzorem
oty otn) = f(ty, . ).

Tak wiec symbol funkcyjny f oznacza w algebrze terméw operacje tworzenia termu postaci

Algebra terméw (by¢ moze) pojawila sie po raz pierwszy w pracy Herbranda poswieconej
badaniu dowodliwosci formut z kwantyfikatorami. Zawarte w tej pracy twierdzenie Herbranda
jest jednym z podstawowych z dziatu informatyki zajmujacym sie automatycznym dowodze-
niem twierdzen. Proby realizacji algorytmu z twierdzenia Herbranda (czego$ w rodzaju metody
zerojedynkowej dla formul z kwantyfikatorami) doprowadzity do powstania programowania lo-
gicznego.

1.4 Informatyczny przyktad algebry termoéow

Po pierwsze, dla potrzeb informatyki powinnisémy rozwazaé algebry wielorodzajowe. W prze-
ciwienistwie do algebr rozwazanych najczesciej w matematyce (ktérych uniwersa skladaja sie
z jednorodnych elementéw) w informatyce rozwaza sie algebry, ktérych uniwersa sa sumami
kilku zbioréw. Elementy zbioru-sktadnika tej sumy sa pewnego, okreslonego rodzaju. Dziata-
nia w takiej algebrze sg okreslone, jezeli poszczegdlne argumenty sg odpowiednich rodzajow,
i majg wynik okreslonego rodzaju.

Rozwazmy prymitywny jezyk programowania zdefiniowany za pomocg nastepujacej gra-
matyki:

(zmienna) ==z |y | z|...
(stata) ::==0
(wyrazenie) ::= (zmienna) | (stata) | (wyrazenie) + 1
(warunek) ::= (wyraznie) = (wyrazenie) | (wyraznie) # (wyrazenie)
(instrukcja) ::= (zmienna) = (wyrazenie)
(instrukcja) ::= gdy (warunek) wykonaj (instrukcja) albo (instrukcja)

(instrukcja) ::= jezeli (warunek) powtérz (instrukcja)

Taka gramatyka definiuje pie¢ rodzajow elementéw: zmienne, state, wyrazenia, warunki i
instrukcje. Dalej, gramatyka ta wyznacza pewna sygnature zawierajaca symbole statych (tzn.
zeroargumentowe symbole funkcyjne): 0, x, y, z... oraz nastepujace symbole funkcyjne:

1. jednoargumentowy symbol +1 wymagajacy arumentu rodzaju ,wyrazenie” wyznaczaja-
cy warto$é¢ rodzaju ,wyrazenie”,



2. dwuargumentowe symbole = i # wymagajace argumentoéw rodzaju wyrazenie i wyzna-
czajacy warto$é¢ rodzaju ,warunek”,

3. dwuargumentowe symbole := i jezeli...powtdrz... wyznaczajace wartosci rodzaju
sinstrukcja”. Pierwszy z nich wymaga argumentéw odpowiednio rodzaju ,zmienna” i
,wyrazenie”, a drugi — ,warunek” i instrukcja’,

4. symbol gdy...wykonaj...albo... arnosci 3 wymagajacy argumentu rodzaju ,waru-
nek” i dwoch argumentow rodzaju ,instrukcja”, dajacy wartos¢ rodzaju ,instrukcja”.

Przyktadem termu nad tg sygnatura jest
gdy * =y wykonaj = := 2z albo jezeli x # y powtorz x :=y+ 1+ 1.

Jest to term rodzaju instrukcja”. Ta instrukcja nie musi mie¢ sensu! Mam tez nadzieje, ze nie
kojarzy sie ona z czymkolwiek sensownym. Na razie nic nie zostato powiedziane o znaczeniu
poszczegdlnych konstrukeji programistycznych. Co wiecej, nic juz nie zostanie powiedziane,
poniewaz nie ma takiej potrzeby: zostal tylko okreslony sposob zapisu instrukcji i innych
elementow jezyka.

Zdefiniowany jezyk zlozony z elementow 5 rodzajow, a wiec zmiennych, statych, wyrazen,
warunkow i instrukeji, mozna uwazaé¢ za wielorodzajowa algebre termow nad podana sygna-
turg.

1.5 Wartosé wyrazenia

Mamy dana sygnature S, zbiér zmiennych X oraz algebre A = (A, ...) o sygnaturze S. Niech h
bedzie funkcjg taka, ze h : X — A. Tego rodzaju funkcje bedziemy nazywaé¢ wartosciowaniem
zmiennych ze zbioru X w algebrze A, a krocej — wartosciowaniem zmiennych.

Dla kazdego wyrazenia t € Tx (zbudowanego z symboli sygnatury S i zmiennych ze zbioru
X) zdefiniujemy wartoé¢ valy'(t) tego wyrazenia w algebrze A przy wartosciowaniu h. Wartosé
wyrazenia definiujemy rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

1. valj*(a) = a* dla kazdej stalej a z sygnatury S (inaczej: wartoécia wyrazenia bedacego
symbolem statej w algebrze A jest ten element algebry A, ktory jest oznaczany symbolem
a, czyli zostal jako taki wskazany w definicji algebry A),

2. vali(z) = h(r) dla kazdej zmiennej x € X (inaczej: wartoscia zmiennej przy wartoscio-
waniu h jest element przyporzadkowany zmiennej przez to wartosciowanie),

3. valf(f(ty, ..., tn) = fAvali!(ty),. .., vali(t,)) dla dowolnego n-arnego symbolu funk-
cyjnego f z sygnatury S i dowolnych terméw tq,...,t, € Ty, (a wiec, aby wyliczy¢
wartos¢ termu f(tq,...,t,), nalezy najpierw wyliczy¢ wartosci terméw ¢y, ..., t,, a na-
stepnie wyliczy¢ dla obliczonych wartosci warto$¢ dziatania oznaczanego symbolem f).

Przyklad 1.3 Rozwazamy sygnature dla grup, a wiec zawierajaca symbole -, =1 i 1. Wyra-
zeniem z symbolami tej sygnatury i zmiennymi z, y i z jest np. (z -y~ 1) - (1-2z71). W tym
wyrazeniu nie do konca jest okreslona kolejno$¢ dziatan. Przyjmujemy jak zwykle, zgodnie
7 najczesciej stosowanymi zasadami, ze jest to wyrazenie t = (x - (y~')) - (1 - (271)). Niech
h bedzie wartosciowaniem zmiennych takim, ze h(z) = 6, h(y) = 2 i h(z) = 5. Funkcja h
jest wartosciowaniem zmiennych w algebrze liczb wymiernych () z mnozeniem, odwracaniem
i liczbg 1, a takze jest wartosciowaniem w algebrze liczb catkowitych Z z dodawaniem, bra-
niem liczby przeciwnej i 0. Sa to algebry o rozwazanej sygnaturze. Zauwazmy, ze val,?(t) = %,
natomiast val? (t) = —1.



1.6 Roéwnosci w algebrze

Jezeli mamy dwa termy ¢, i ty ze zmiennymi 1, . .., x, i symbolami z sygnatury S oraz algebre
A o sygnaturze S, to czesto zastanawiamy sie, czy w algebrze A dla wszystkich mozliwych
x1,...,T, € Azachodzi prawo t; = t5. MOwigc nieco inaczej, zastanawiamy sie, czy w algebrze
A jest spelione zdanie

\V/l‘l \V/l‘n tl = tQ.

Przyktadem takich praw sg prawa tacznosci, przemiennosci i rozdzielnosci.

Problem z takimi prawami bierze si¢ stad, ze na ogét utozsamiamy roézne znaczenia sym-
boli. Co moze oznacza¢ np. x w réwnosci x- (y- z) = (z-y) - z, ktéra na dodatek ma zachodzié
dla wszystkich x, y i 27 Raczej nie jest jaki$ element algebry, bo za chwile bedziemy musieli
rozwazac¢ inny element chociazby po to, by rozwazy¢ je wszystkie. Jest to raczej symbol wska-
zujacy miejsce, w ktore wstawiamy kolejno wszystkie dopuszczalne znaczenia x, czyli zmienna.
Jezeli mamy konsekwentnie rozréznia¢ zmienne od ich wartosci, to te pojecia musimy jakos
inaczej zapisywaé. Wprowadzamy wiec pojecie wartosciowania. Jezeli x jest zmienna, to h(z)
oznacza wartos¢ zmiennej. Sprawdzajac tacznosé bierzemy réwnosé x- (y-z) = (x-y)- z, zmien-
ne zastepujemy ich wartosciami, a wiec bierzemy h(z) - (h(y) - h(2)) = (h(x) - h(y)) - h(2), a
wiec tak naprawde liczymy wartos$é lewej 1 prawej strony przy wartosciowaniu h. Jezeli zawsze
zachodzi ta réwnosé, to uznajemy, ze zachodzi prawo tacznosci.

Moéwige ogdlnie, w algebrze A spelnione jest prawo

Vazl V.Tn tlztg,

jezeli dla dowolnego warto$ciowania h zmiennych x4, ..., z, w algebrze A, po wyliczeniu war-
tosci obu terméw, czyli vali'(t1) i vali'(ty), okazuje sie, ze te wartosci s identyczne.

Po napisaniu jeszcze kilku podobnych warunkéw mogliby$smy zdefiniowac, co to znaczy, ze
jakas dowolna wtasno$¢ jest spetniona (zachodzi, lub jest prawdziwa) w danej algebrze. Nie
jest to jednak potrzebne na wyktadzie z algebry.

2 Podalgebry

2.1 Definicja

Niech A = (A,...) bedzie algebrg o sygnaturze S i niech B bedzie niepustym podzbiorem
A. Jezeli zbiér B 7z dzialaniami i wyrdznionymi elementami z algebry A tworzy algebre, to
nazywamy ja podalgebra A.
Definicje podalgebry mozna wyrazi¢ inaczej w nastepujacy sposéb: B = (B, ...) jest po-
dalgebra algebry A, jezeli
1. a* € B dla kazdej statej z sygnatury S,
2. fMay,...,a,) € B dla wszystkich n, wszystkich n-arnych symboli funkcyjnych f z
sygnatury S i wszystkich aq,...,a, € B.
B A

W podalgebrze B zachodzg réwnoséci a® = a* oraz f jest obcieciem f4 do zbioru B, a wiec
fB(ay,...,a,) = fAa,...,a,) dla wszystkich ay, ..., a, € B.



2.2 Podgrupy

Pojecie podalgebry zalezy istotnie od sygnatury. Grupy mozemy definiowaé jako algebry z
roznymi sygnaturami. Moze to sugerowac rozne definicje podgrupy.

Zatozmy, ze G jest grupa i H C G (grupy utozsamiamy tu z ich uniwersami). Przyjmujemy
jednak, ze H jest podgrupa grupy G, jezeli

1. 1¢H,
2. hy - hy € H dla wszystkich hy, hy € H,
3. h~! € H dla dowolnego h € H.
W tej definicji 1, - i ~! oznaczajg dziatania w grupie G.

Przyktad 2.1 Zbior liczb parzystych jest podgrupa addytywnej grupy liczb catkowitych.
Spetnia wszystkie wyzej podane warunki. Mozemy tez rozwazaé algebre liczb catkowitych
z jednym dzialaniem, dodawaniem. Ta algebra moze tez by¢ uwazana za grupe. Mozna w
niej bowiem w jeden sposob zdefiniowaé pozostate dziatania grupowe i rozszerzy¢ ja do alge-
bry bedacej grupa ze zwykta sygnatura. Podalgebra zbioru liczb catkowitych z dodawaniem
jest np. zbior liczb naturalnych. Zbioér liczb naturalnych nie spetnia trzeciego z wymienionych
warunkow i z tego powodu nie jest podgrupa.

Zachodzi nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 2.2 Zalozmy, ze G jest grupg i H jest niepustym, skonczonym podzbiorem G
takim, ze hy - ho € H dla wszystkich hy,ho € H. Wtedy H jest podgrupg grupy G. O

2.3 Wlasnosci podalgebr
Twierdzenie 2.3 Przekréj podalgebr jest podalgebrg. O

Twierdzenie 2.4 Jezeli w algebrze A zachodzi prawo
\V/l‘l .. \V/IL'n tl = tg
dla pewnych termow ty i ty, to w dowolnej podalgebrze algebry A to prawo tez zachodzi. O

Whniosek 2.5 Kazda podgrupa jest grupq, kazdy podpierscien jest pierScieniem , kazdy pod-
pierscien podpierscienia przemiennego jest pierScieniem przemiennym, itd. O

Whniosek 2.6 Kazde podciato jest ciatem.

Dow6d. Poniewaz nie wszystkie wlasnosci wymagane od ciata sa prawami réwnosciowymi,
wiec uzasadnienie tego wniosku jest nieco bardziej skomplikowane, ale tez jest proste. O



2.4 Generowanie algebr

Twierdzenie 2.7 Przypusémy, ze A = (A,...) jest algebrg o sygnaturze S i iV C A jest
dowolnym zbiorem. Niech X bedzie zbiorem zmiennych, a h — wartosciowaniem zmiennych ze
zbroru X przyimujgcym jako wartosci wszystkie elementy zbioru V' i nic innego. Zbior

C(X) = {valf(t) € A: t € Tx}.
jest podalgebrg algebry A. Co wiecej jest to najmniejsza podalgebra A zawierajgca zbior V.

Dowdd. Po pierwsze, zdefiniowany zbior jest podalgebra algebry A. Aby sie o tym przekonaé
wezmy dziatanie f w algebrze A i odpowiednio duzo elementéw postaci vali'(t;) dla t; €
Tx. Mamy pokazaé, ze f4(vali'(t1),...) tez jest elementem C(X). Oczywiscie, na podstawie
definicji funkcji val mamy, ze

fAlal(ty),...) = valA(f(ty,...)) € C(X).

Nalezy jeszcze pokazac, ze jest to podalgebra zawarta we wszystkich innych podalgebrach
algebry A zawierajacych V. Jezeli B = (B,...) jest taka podalgebra, to przez indukcje ze
wzgledu na wielkoéé termu dowodzimy, ze vali*(t) € B. Dla terméw — zmiennych z X mamy
valf'(r) = h(x) € V C B. Jezeli natomiast vali*(t),... € B, to — poniewaz B jest podalgebra
— fA przeksztatca B w B i vali'(f(t1,...)) = fA(vali*(t1),...) € B. O

Najmniejsza podalgebre algebry A zawierajaca zbiér V nazywamy podalgebra generowang
przez zbiér V. Zbior V. C A generuje algebre A, jezeli A jest najmniejsza podalgebra A
generowang przez V.

Przytoczone twierdzenie czesto pozwala znalez¢ opis algebry generowanej przez cos i znalezé
sposob definiowania takiej algebry. Np. zakladajac, ze mamy cialo zawierajace ciato liczb
rzeczywistych i pierwiastek z —1 mozna, korzystajac z podanego twierdzenia, przewidzie¢
definicje ciata liczb zespolonych, a wiec generowanego przez liczby rzeczywiste i pierwiastek
z —1 (pamietajmy, ze w przypadku cial trzeba postepowaé ostroznie, poniewaz w cialach
nie wszystkie wyrazenia maja okreslona warto$¢). Przykltadem tego typu rozumowania jest
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.8 Jezeli grupa G jest generowana przez element g € G, to skltada sie z poteg
tego elementu, a wiec

G={g":neZ}.

Dowédd. Aby to dowie$¢ wystarczy pokazac, ze wartosé kazdego termu ze jedng zmienng inter-
pretowana jako g (lub z jedna stata oznaczajaca g) jest potega g (o wyktadniku catkowitym).
Mozna to zrobi¢ postugujac sie indukcja ze wzgledu na budowe termu (wielko$é termu).

Dla prostych terméw jest to oczywiste: valf'(1) = ¢° i vali(z) = g (x to zmienna lub stata
interpretowana jako g). Natomiast warto$¢

valit(ty - ty) = val(t,) - valy(ty)
i — na mocy zalozenia indukcyjnego — jest réwna
=9 ¢c9 =49

dla pewnych n i m. Podobnie postepujemy w przypadku terméw z operacja odwracania. O



3 Homomorfizmy

3.1 Definicja homomorfizmu

Przypu$émy, ze mamy dane dwie algebry A = (A,...) i B = (B,...) o tej samej sygnaturze
S. Funkcje h : A — B nazywamy homomorfizmem algebry w algebre B, jezeli

1. h(a?) = d® dla kazdej stalej z sygnatury S,

2. h(fA(a1,...)) = fB(h(a1),...) dla kazdego symbolu funkcyjnego f € S i dla wszystkich
ay,... € A.

Przyktad 3.1 Przyktadem homomorfizméw okreslonych na algebrze terméw 7Ty sg funkcje
val* o wartosciach w dowolnej algebrze A (o okreslonej sygnaturze), dla dowolnego wartogcio-
wania zmiennych.

Sposrod homomorfizméw wyrdzniamy epimorfizmy, czyli homomorfizmy typu ,na”, mono-
morfizmy, czy homomorfizmy réznowartosciowe i izomorfizmy, czyli bijekcje bedace homomor-
fizmami.

Algebre B nazywamy obrazem homomorficznym algebry A, jezeli istnieje epimorfizm prze-
ksztalcajacy A na B.

3.2 Roéwnosci w obrazie homomorficznym

Twierdzenie 3.2 Przypusémy, ze h jest homomorfizmem przeksztatcajgcym algebre A =
(A,...) na algebre B = (B, ...). Wtedy réwnosci spelnione w algebrze A sq réwniez spelnione
w algebrze B.

Dowéd. O

Whniosek 3.3 Obraz homomorficzny grupy jest grupg, obraz homomorficzny pierscienia jest
pierscieniem, obraz homomorficzny pierscienia przemiennego z jedno$ciq jest pierscieniem
przemiennym z jednosciq itd. O

W przypadku ciat sytuacja jest podobna, ale tez troche inna. Sg dwie mozliwosci: albo
obraz homomorficzny ciata jest ciatem izomorficznym, a sam homomorfizm — izomorfizmem,
albo jest algebra jednoelementowa, zawierajaca tylko 0, ktéra nie jest ciatem (kazde cialo ma
przynajmniej dwa rézne elementy 01 1).

3.3 Kongruencje

Przypusémy, ze h jest homomorfizmem przeksztalcajacym algebre A = (A,...) na algebre
B =(B,...) (o tej samej sygnaturze). Zdefiniujmy relacje w zbiorze A:

a1Ray <— h(al) = h(a,g).
Jak wida¢, R jest relacja rownowaznosci. Ponadto, relacja ~ spelia nastepujacy warunek:

jezeliay ~ by, ...,a, ~ by oraz f € S jest n argumentowym dziataniem, to fA(ay, ..., a,) ~
AL, ..., by).

Relacje réwnowaznosci spelniajacg podany warunek nazywamy kongruencja. Tak wiec dowolny
homomorfizm okre$lony na algebrze A definiuje kongruencje w zbiorze A.

Lemat 3.4 Przekroj kongruencyi jest kongruencjg. O



3.4 Algebra ilorazowa

Jezeli mamy algebre A = (A,...) i kongruencje ~ w tej algebrze, to mozemy rozwazaé¢ klasy
abstracji [z]. tej relacji (jest to przeciez relacja réwnowaznosci) i w zbiorze A/. tych klas
abstrakcji mozemy dla symbolu funkcyjnego f € S zdefiniowaé dziatanie f. przyjmujac, ze

Felloa]es ) = [l

i ponadto
a. = [a]

dla statej a € S. Mozna mie¢ watpliwosci, czy podana definicja f. poprawna. Mozna bowiem
spodziewac sie, ze podczas obliczania f([y1]~, . ..) okaze sie, ze [y1]~ = [x1]~, . ..1jednoczesnie

A -~ # A, - )]s

Lemat 3.5 Jezeli relacja ~ jest kongruencjq, to podane definicje dziatan w A/~ sq poprawne.

Dowéd. Warunek [y;]. = [x1]~,. .. oznacza, ze y; ~ w1, ... Poniewaz ~ jest kongruencja, wiec
takze fA(z1,...) ~ fA(y1,...). Elementy réwnowazne wyznaczaja te same klasy abstrakcji,

wige [fA(z1,.. )] = [fA(y .- )]~ O
Zdefiniowalismy wiec algebre

Al = (A) o fy o, ).

Jest to algebra nad sygnatura S. Algebre te nazywamy ilorazows.
Konstrukcja algebry ilorozowej jest w rzeczywistosci konstrukcja obrazu homomorficznego.
Mamy bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.6 Jezeli relacja ~ jest kongruencjg w algebrze A, to algebra ilorazowa A/ .
jest obrazem homomorficznym A wyznaczonym przez homomorfizm x przyporzedkowujgcy x €
A klase abstracji x(z) = [x]~. Co wiecej kongruencja wyznaczona przez homomorfizm x jest
identyczna z relacjg ~.

Dow6d. Twierdzenie to jest oczywiste. Fakt, ze y jest homomorfizmem wynika wprost z
definicji x. Pozostate fragmenty tezy twierdzenia wynikaja natychmiast ze znanych wtasnosci
relacji rownowaznosci. O

3.5 Kongruencja wyznacza obraz homomorficzny

Twierdzenie 3.7 Przypusémy, ze mamy dang algebre A = (A,...) o sygnaturze S i dwa
obrazy homomorficzne By = (By,...) i By = (Ba,...) tej algebry wyznaczone odpowiednio
przez homomorfizmy hy @ ho. JeZeli homomorfizmy hy @ hy wyznaczajg te samq kongruencje
~, a wiec

hi(z) = hi(y) <= =~y <= ha(z) = ha(y)

dla wszystkich x,y € A, to algebry By 1 By sq izomorficzne.

Dowéd. Izomorfizmem algebr By i By jest funkcja [ : By — By zdefiniowana wzorem
I(hy(a)) = haa)

dla a € A. Taka definicja moze nie by¢ poprawna. Jej poprawno$¢ wynika z implikacji

hi(x) = ha(y) = ha(x) = ha(y).
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Implikacja odwrotna, ktora tez jest jednym z zatozen, pocigga za sobg réznowartosciowosé
funkcji 1. Funkcja ta jest oczywiscie typu ,na”.
Aby dowies¢, ze I jest homomorfizmem, zauwazmy, ze

I(aP) = I(hy(a™)) = hy(a™) = a®

dla wszystkich statych a z sygnatury S. Podobnie jest dla symbolu funkcyjnego f € S:

I(f5 (- )) = I(fF (ha(z), ) = I(ha(fA (21, 0) = ha(fA(21,. ) =
= 2 (ha(z1),...) = fE(I(ha(21)), ) = [P (), )

dla wszystkich yq,... € By i dla xy,... € A spehiajacych réwnosci hy(z1) = y1, ... Mozliwosé
wskazania elementéw xq, ... wynika z zalozenia, ze hy jest epimorfizmem. Druga i czwarta z
podanych réwnosci wynikaja odpowiednio z zatozen, ze hq i hy sa homomorfizmami. Poza tym
korzystamy z definicji 1. O

Udowodnione twierdzenie moéwi, ze obrazy homomorficzne algebry sa wyznaczone (z do-
ktadnoscia do izomorfizmu) przez kongruencje, ktére w tej algebrze mozna zdefiniowaé. Wia-
domo tez, ze odpowiednio$¢ miedzy kongruencjami i obrazami homomorficznymi nie jest wza-
jemnie jednoznaczna. Zdarza si¢, ze rdézne kongruencje tez wyznaczaja obrazy homomorficzne,
ktoére sg izomorficzne.

3.6 Dazielniki normalne

W przypadku grup i bardziej skomplikowanych algebr mozna co$ wiecej powiedziec o kongru-
encjach. Relacje to sa wyznaczone przez klasy abstrakcji elementu neutralnego. Mamy bowiem
nastepujacy lemat.

Lemat 3.8 Jezeli G jest grupg i ~ jest kongruencjg w G, to
T~y = oy el
dla wszystkich elementow x,y € G.

Dowéd. Przypusémy, ze © ~ y. Poniewaz ~ jest relacja réwnowaznosci, wiec y=t ~ gy~ 1.

Poniewaz jest to kongruencja , to takze zy~! ~ yy=! = 1. Stad mamy, ze zy~! € [1]~.
Implikacje odwrotng dowodzimy bardzo podobnie. O

Twierdzenie 3.9 Jezeli G jest grupg i relacja ~ w zbiorze G jest kongruencjq, to klasa abs-
trakcji (1]~ elementu neutralnego G jest dzielnikiem normalnym. Jezeli mamy dzielnik nor-
malny H grupy G, to relacja ~ spelniajgca rownowaznosé

T~y = zy t€H
jest kongruncjq.

Dowdd. Latwo dowodzi sie pierwszg czesc twierdzenia. Aby przekonad sie o prawdziwosci dru-
giej czedci zauwazmy, ze zwrotnos¢ ~ wynika z faktu, ze 1 € H, symetrycznos¢ — z zamknietosci
H ze wzgledu na odwracanie, a przechodnio$¢ — z zamknietosci H na mnozenie.

Jezeli 21 ~ y1 1 &9 ~ Yo, a wiec jezeli z1y; ", 2oyy | € H, to takze

122 (y1y2) " = @1 (@2 yr ' = (21 (ways Ny (@yr ') € H
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i ostatecznie x1x9 ~ 11Yo.

Jezeli natomiast x ~ y, to warunek y~?

~ 27! zachodzi poniewaz

v =y Hay Hye H O

y e T =y
Prawdziwe jest tez mocniejsze twierdzenie od wyzej podanego, stwierdzajace, ze w grupie
kongruencje i dzielniki normalne wzajemnie sobie odpowiadaja.
W teorii pierscieni role dzielnikow normalnych przejmuja ideaty. Mozna dowie$¢ twierdzenia
analogiczne do podanych o kongruencjach w pierscieniach i ideatach.

3.7 Algebra poczatkowa

Przypusémy, ze rozwazamy klase algebr . A wiec np. rozwazamy wszystkie grupy, albo grupy
o parzystej liczbie elementow, albo tez grupy, ktére sa generowane przez ustalona liczbe ele-
mentéw. Algebre A € K nazywamy algebra poczatkows w klasie IC, jezeli dla kazdej algebry
B € K istnieje doktadnie jeden homomorfizm przeksztatcajacy algebre A na B.

Twierdzenie 3.10 Kazde dwie algebry poczgtkowe w klasie K sq izomorficzne.

Dowdd. Przypusémy, ze A i B sa algebrami poczatkowymi w klasie K. Istnieja wiec epimor-
fizmy f przeksztatcajacy A na B i g przeksztatcajacy B na A. Ztozenie fg jest epimorfizmem
przeksztalcajacym B na B. Innym takim homomorfizmem jest funkcja identyczno$ciowa okre-
slona na uniwersum B. Z warunku jednoznacznosci otrzymujemy, ze fg jest funkcja identycz-
nosciowa. Podobnie dowodzimy, ze gf jest funkcjg identycznosciowa. Oznacza to, ze funkcje
f 1 g sa bijekcjami, a takze izomorfizmami. O

Dalej bedziemy rozwazaé klasy K algebr o okreélonej sygnaturze, bedacy obrazem vali*(7x)
algebry terméw 7y (dla ustalonego zbioru X), w ktérych jest spelniony pewien skoriczony zbior
roOwnosci

Vri... Vo, t1 =ty
dla pewnych termow t1,ty € Txu(q,,...z,}- O takich klasach bedziemy méwic, ze sg definiowane
rOWNosciowo.

Przyktadem klasy definiowanej réwnosciowo jest klasa wszystkich grup cyklicznych. Sa
to algebry o sygnaturze -,7!, 1, kazda grupa cykliczna jest obrazem podanej postaci algebry
termow 7x dla jednoelementowego zbioru X, spetnione sg w niej aksjomaty grupy, ktore daja
sie zapisa¢ w postaci réwnosci. Jedna z rownosci jest prawo tacznodcei. Algebra poczatkows w
tej klasie jest kazda nieskonczona grupa cykliczna, np. grupa addytywna liczb catkowitych.

Innym przyktadem takiej klasy jest klasa wszystkich algebr o ustalonej sygnaturze gene-
rowanych przez okreslong liczbe elementéw. Algebra poczatkowsg w takiej klasie jest algebra
termow 7x dla odpowiedniego zbioru X. W tym przypadku algebry z tej klasy spelniaja pusty
zbiér rownosci.

Twierdzenie 3.11 W kazdej, definiowanej w ten sposob klasie algebr K jest algebra poczgt-
kowa.
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