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1 Tresé¢ zadania

Nalezy wykazac, ze
B(a,b)I'(a + b) =T'(a)I'(b),

gdzie
1 ]
B(a,b) :/ %Y1 — )" 'dr oraz I'(a) :/ v te " dx.
0 0

2 Idea rozwigzania

Bierzemy lewa strone wzoru

1 00
B(a,b)I'(a +b) = (/ N1 — :c)blda:) . (/ y“*bleydy) =
0 0
i przeksztatlcamy ja tak dtugo, az otrzymamy prawa strone. Klopot polega na
tym, ze nie bardzo wiadomo co zrobi¢ z taka lewa strona. Zadnej z tych catek nie

potrafimy wyliczy¢. Mopzemy zastosowac jednak bardziej skomplikowang technike
polegajaca na przejsciu do catek podwdjnych.

3 Przejscie do calek podwdjnych

Jezeli przekszalcamy wyrazenie postaci

([ serte) - ([ sman).

to kazda z tych catek mozemy potraktowac jako ustalong liczbe C' i mozemy sko-

rzysta¢ z wzoru
C. / 2)dz = / O - h(2)dz.

Po dwukrotnym skorzystaniu z powyzszego wzoru otrzymujemy

(/abf(x)dflf> : (/cdg(y)dy> = /cd (/abf(x)dx> - gly)dy =
_/ </ dm)dy—// y)dzdy,

Analogicznie pokazujemy, ze

(/abf(x)dx> : </Cdg(y)dy> = /:) /Cd £(z) - gly)dyd.
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Przy okazji pokazalismy, ze wzor

b pd d rb
| b g)dyde = [ [ ke, y)dedy

zachodzi przynajmniej dla niektorych funkeji dwoch zmiennych. W rzeczywistosci
wzor ten jest stuszny dla wlasciwie wszystkich funkcji i bedziemy z tego korzystac.
4 Pierwszy krok

Mamy wiec

1 %}
B(a,b)I'(a +b) = </0 (1 - x)b_ldx) : (/0 y‘”’b_le_ydy) =
_/ / 79 1 b lya+b 16 yd(l]) dy

i mozemy wewnetrzng caltke scalowaé przez podstawienie t = x - y (wprowadzamy
nowg zmienng t, ktéra jest iloczynem statej y i zmiennej z, po ktérej catkujemy).

Dalej powinnismy przestawi¢ catki i zmieni¢ kolejnos¢ catkowania. Niestety, wy-
konane przeksztatcenie (podstawianie) uzmiennia granice catkowania wewnetrznej
catki, a to powoduje dalsze komplikacje. Podany wzor na przestawianie catek wy-
maga bowiem statych granic catkowania.

5 Ciag dalszy

Jezeli mamy juz wzor postaci

Bla,b)T(a +b) = /Ooo /Oy k(t,y)dtdy,

to bierzemy pomocnicza funkcje

0 t>y
p(t,y)Z{ | t<y

Wtedy

/Oyk(t,y)dtz/oyp(t,y)-k(t,y)dtz/oyp(ty)-k(tvy)dH/yoop(t,y)-/f(t,y)dtz

= [ ptt.y) - kit yar

oraz

/0°° /Oy k(t,y)dtdy = /000 /pr(t, y) - k(t,y)dtdy = /Ooo /OOO p(t,y) - k(t,y)dtdy.

Teraz juz mozna przestawi¢ calki. Trzeba jeszcze zauwazy¢, ze

/ / (t,y)-k(t,y)dtdy —/ / (t,y)k(t,y)dydt = / / (t,y)-k(t,y)dydt.

Dalsze rachunki nie powinny sprawia¢ trudnosci.



