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1 Lista 3 zadanie 1 g)

Rozwiazujac to zadanie nalezy sprawdzi¢, czy logn™ = O(logn!) oraz czy logn! = O(logn™).
W zwiazku z tym musimy ustali¢ zwiazki miedzy n! i n". Najpierw zauwazmy, ze mamy

Fakt 1.1 Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosc¢

n! < n"
Dowdd. Jest to raczej oczywiste, iloczyn n liczb nie przekraczajacych n jest mniejszy badz rowny
iloczynowi n liczb réwnych n, czyli n”. Dowdd indukcyjny tego faktu tez nie powinien sprawiaé
ktopotow. O

Przedstawione rozumowanie mozna troche wzmocnié¢ i w ten sposoéb dowiesé
Fakt 1.2 Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 mamy
n! <2072, atakze n® - n! <2-n" O
Tak mozna nawet dowies¢
Fakt 1.3 Dla kazdej liczby naturalnej n > k£ mamy
nl <kl-n"* atakze n®-n! < kl-n" O

Fakt 1.1 wiasciwie stwierdza, ze
n! = 0(n").

Powyzsza zaleznos¢ oznacza, ze dla pewnej liczby ¢ > 0 i dla wszystkich dostatecznie duzych liczb
naturalnych zachodzi nieréwnos¢
n! <c-n"

Zgodnie z faktem 1.1, nieréwnosé¢ ta zachodzi dla statej ¢ = 1 i dla wszystkich dodatnich liczb
naturalnych n. Tak wiec n! jest O-duze od n".

Nieréwno$c¢ z faktu 1.1 mozemy zlogarytmowaé stronami. Wtedy bedzie ona swiadczy¢ o tym,
ze

log n! = O(logn™).

Przy okazji zauwazmy, ze fakt 1.2 implikuje, ze funkcja n™ nie jest O-duze od n!. Gdyby —
przeciwnie — n” byto O-duze od n!, to dla pewnej statej ¢ > 0 i dla wszystkich dostatecznie duzych
liczb naturalnych n mielibysmy

n?-nl<n"<c-nl



Dzielac wtedy skrajne nieréwnosci stronami przez n! otrzymalibysmy, ze nieréwnosé
n?<c
zachodzi wszystkich dostatecznie duzych liczb, co oczywiscie nie jest mozliwe.

Teraz zajmiemy sie druga z interesujacych nas relacji. Pokazemy, ze jednak logn™ = O(logn!),
mimo ze n” nie jest O-duze od n! i mimo tego, ze relacje

n! = O(n") oraz logn! = O(logn™)
maja wlasciwie ten sam dowdd. Najpierw musimy pokazaé
Lemat 1.4 Dla wszystkich liczb naturalnych n > 1 mamy
n" < (n!)?

Dowdd. Lemat ten wynika z nieréwnosci

n<z(n+1-—2z)
stusznej dla wszystkich liczb x € [1,n]. O jej stusznosdci mozna przekonaé sie badajac wielomian
x(n+1—2) lub w nastepujacy sposéb: 1 < n mnozymy przez (nieujemna!) liczbe x — 1 i otrzymana
nierownos¢é

r—1<n(x—-1)
przeksztatcamy do wymaganej postaci

n<zn+1-—u1).

Dalej otrzymane tak nieréwnosci dla x = 1,2, ...n wystarczy pomnozy¢ przez siebie stronami:

n”:f1n<fidn+1—x):(fLQ-fUn+1—@:4mV

=1 =1 =1 =1
(w pierwszym iloczynie liczby od 1 do n sa w zwyktej kolejnosci, w drugim — w odwrotnej). O

Jezeli nierownos¢ z lematu 1.4 zlogarytmujemy stronami, to otrzymamy nieréwnos¢, ktora swiad-
czy o tym, ze logn™ = O(logn!).

2 Zadanie 2 z listy 3

W tym zadaniu nalezato oszacowaé ztozonos¢ czasowa oraz pamieciowa podanego na wyktadzie
algorytmu znajdujacego przedstawienie dwojkowe danej liczby naturalne;j.

Z rézmych powodéw (na przyktad po to, by nie odbieraé¢ osobom zainteresowanym mozliwosci
samodzielnego przeanalizowania oryginalnego zadania), bedziemy zajmowaé sie podobnym, naste-
pujacym algorytmem lub programem

i« 0; {xlx}

dopéki a > 1 wykonuj {#2x}
X; < a mod 2;
a «— a div 2;
i — i+l {x3x}

{4}

x; < a; {*bx}

dop6ki i > 0 wykonuj
write(x;);
i« i-1



Algorytm z wyktadu dziala podobnie, ale w szczegdlny sposdb znajduje ,najmlodsza”’ cyfre
przedstawienia, a pézniej wszystkie pozostate. Podany program, na koncu w specjalny sposob ustala
cyfra ,najstarszg”’ po uprzednim wyliczeniu w petli wszystkich pozostatych cyfr.

Ponadto w przytoczonym programie zostato zaznaczone kilka miejsc przez umieszczenie w nich
odpowiednich liczb (jako komentarzy). Jezeli wykonanie programu bedziemy sobie wyobrazaé jak
wedréwke po jego instrukcjach (podobnie jak wedrowke po schemacie blokowym), to po wykonaniu
pierwszego przypisania, a przed rozpoczeciem wykonywania pierwszej instrukeji dopdki znajdziemy
sie¢ w miejscu oznaczonym liczbag 1. W miejscu z 2 znajdziemy sie¢ bezposrednio po wykonaniu z
wynikiem pozytywnym testu z instrukeji dopdki, tuz przed rozpoczeciem wykonywania podstawien
z petli. Miejsce 3 to miejsce tuz po wykonaniu podstawien z petli i przed kolejnym wykonaniem
testu. Natychmiast po wykonaniu pierwszej instrukcji dopdki znajdziemy sie w miejscu oznaczonym
cyfra 4.

Po zapoznaniu si¢ z programem zauwazmy jeszcze, ze jezeli nie ma potrzeby przechowywania w
pamieci wyliczonego przedstawienia, to cztery ostatnie linijki mozna w nim zastapi¢ nastepujacymi

write(a);

dopéki i > 0 wykonuj
i «— i-1;
write(x;)

Przed szczegdtowa analizg programu wprowadzimy jeszcze potrzebne oznaczenia. Symbole a, @
oraz x; sa uzywane w naszym programie jako zmienne. Beda uzywane takze na oznaczenie wartosci
tych zmiennych, ustalonych w okreslonym, wynikajacym z kontekstu momencie. W kazdym wzorze
te symbole powinny oznacza¢ wartosci odpowiednich zmiennych okreslone w tym samym momen-
cie. Bedziemy tez uzywaé¢ symbolu A oznaczajacego poczatkowa warto$é zmiennej a, okreslong (np.
wezytana za pomoca pominietej instrukeji Read) na poczatku programu i przechowywana w zmien-
nej a w momencie 1, a takze symbolu I oznaczajacego wartos¢ zmiennej ¢ w momencie oznaczonym
cyfra 4, a wiec bezposrednio po wykonaniu w catosci pierwszej instrukcji dopoki.

Najpierw pokazemy (prezentujac przy okazji pewna technike), ze jezeli uruchomimy program z
dang A > 1, to gdy znajdziemy sie w miejscu 4 tez bedzie zachodzi¢ nieréwno$é¢ a > 1.

Jezeli algorytm zostal uruchomiony z dang > 1, to gdy rozpocznie sie wykonywanie pierwszej
instrukcji dopoki zmienna a bedzie mie¢ wartos¢ > 1. Po wykonaniu testu, czy a > 1, albo od razu
znajdziemy sie w punkcie 4 z wartodcia a > 1 (wykonanie testu nie zmienia wartosci a), albo tez
znajdziemy sie¢ w punkcie 2. W tym drugim przypadku, wynik testu musial by¢ pozytywny, a wiec
mamy a > 1, albo inaczej: a > 2. Dla takich ¢ mamy a div 2 > 1. Nastepnie zostang wykonane
trzy instrukcje, w tym instrukcja, ktéra przypisze zmiennej a nowg warto$é¢ a div 2 > 1. W dalszym
ciaggu warto$¢ zmiennej a bedzie wigc > 11 w miejscu 3 dalej bedzie zachodzi¢ nieréwnosé a > 1.

Wtasnos¢ taka, jak a > 1, ktéra zachodzi w miejscu 3 zawsze wtedy, gdy zachodzita w miejscu 2
(przynajniej po pozytywnym wyniku testu), nazywa sie¢ niezmiennikiem (odpowiedniej) instrukeji
dopoki. Instrukcja dopoki ma te wlasnosc, ze jej nastepnik jest prawdziwy tuz przed jej wykonaniem,
pozostaje prawdziwy witasciwie stale podczas jej wykonywania i zachodzi takze po zakonczeniu jej
wykonywania. Oznacza to, ze po uruchomieniu analizowanego programu z dana A > 1 w miejscu
4 zachodzi nier6wnos¢ a > 1.

Instrukcja dopdki ma jeszcze jedng wlasnosé. Instrukcja ta jest wykonywana tak dtugo, dopoki
testowany w niej warunek okazuje si¢ prawdziwy. Jezeli przestaje by¢ wykonywana, to znaczy, ze
jej warunek przestal by¢ prawdziwy. Wobec tego, po zakonczeniu wykonywania pierwszej instrukcji
dopoki z rozwazanego programu, a wiec w miejscu 4, nie jest spetniony warunek a < 1, czyli
zachodzi takze nieréwnos¢ a < 1.



Podsumowujac, z dotychczasowych rozwazan wynika, nasz program po uruchomieniu z A > 1
powoduje, ze po wykonaniu dwoch pierwszych instrukcji, w miejscu 4, zmienna a ma wartos¢ 1.
Mozna tez tatwo zobaczy¢, ze w tym samym momencie pracy, po uruchomieniu z dang A = 0
zmienna a ma warto$¢ 0. Tak sie ztozylo (by¢é moze przypadkiem, na razie nie wida¢ istotnych
powoddéw), ze w miejscu 4 wartosé zmiennej a jest takze wartoscia pierwszej (,najstarszej”) cyfry
z przedstawienia dwojkowego danej A.

Pierwsza instrukcja dopdoki ma jeszcze jeden niezmiennik. Jest nim rownosé

i—1
A=a-2"+> x; 2. (1)

§=0
Aby przekona¢ sie, ze faktycznie jest to niezmiennik, nadajmy jej nieco inng postac

i

, il . I .
A=a -2+ z;-2 = ((adiv2)-2+4 (@amod 2)) - 27" T >~ ;- 2.
Jj=0 a T(i4+1)—1 Jj=0

Jezeli teraz uwzglednimy zmiany wartosci zmiennych dokonywane podczas wykonywania podsta-
wien z petli dopoki, miedzy punktami 2 i 3, to otrzymamy

1—2 i—1
A:(a-2+l’i_1)'2i_1+21’j'2j:CL'2i+ZIj~2j.
j=0 j=0

Nietrudno zauwazy¢, ze réwnosé (1) zachodzi przed wykonaniem pierwszej instrukeji dopoki
(wtedy ¢ = 0, sumujemy zero sktadnikéw, taka suma jest rowna 0). Poniewaz jest to niezmiennik,
wiec rowniez zachodzi po wykonaniu instrukcji dopdki, w miejscu 4. Wtedy w miejscu 5 mamy
(oprécz réwnosci i = 1)

i1 i1 i I
A:a-2i+2xj-2j:xi-2i+2xj-2j:ij-Zj:ij-Qj.
=0 =0

j=0 j=0
Otrzymalidémy wiec pewien zwiazek miedzy miedzy liczbami A, I oraz warto$ciami xy,x;_1,..., xo.
Wynika z niego, ze wartosci xy, x;_1, ..., To sg kolejnymi cyframi przedstawienia dwojkowego liczby

A, ktéore w dodatku ma I + 1 cyfr. Z wezesnieszych rozwazan wynika takze, ze jest przedstawienie
najkrotsze z mozliwych. W ten sposéb w pierwszym rzedzie uzasadniliSmy poprawnosé¢ rozwaza-
nego algorytmu, a takze znane twierdzenie matematyczne o istnieniu przedstawien dwoéjkowych
wszystkich liczb naturalnych.

Jezeli juz mamy ten wzor, to mozemy z niego wyprowadzi¢ zwiazki miedzy liczba i dtugoscia
jej przedstawienia dwojkowego. Dla liczb A > 0 mamy oczywiscie x; = 1 oraz

I I
2'<CA=Y w2 <Y 2 =2 — 1 <2
j=0 7=0
Logarytmujac te nieréwnos¢ stronami dostajemy

I'<logy, A<I+1.

Stad otrzymujemy zwiazek miedzy liczba i dtugoscia jej standardowego przedstawienia dwoéjkowego:
dlugosé przedstawienia dwojkowego dodatniej liczby naturalnej A (oznaczana czesto symbolem
| A |2) jest czescia catkowita log, A powiekszona o 1, czyli

| A |2 = dlugos¢ przedstawienia dwojkowego A =1 + 1 = |log, A| + 1.



Najwyzszy czas zajaC sie ztozonoscig naszego programu, a to wymaga innego spojrzenia na
wzér podany nieco wyzej. Mozna go takze odczytaé jako stwierdzenie, ze po uruchomieniu naszego
programu z dana A > 0, w chwili wykonania go do miejsca 4, zmienna ¢ ma wartos¢ I = |log, A].

Znajac I tatwo mozna wyliczy¢ wartosci dwoch funkeji T'(A) oraz M(A) takich, ze

T(A) = liczba przypisan i testow wykonanych po uruchomieniu programu dla danej A,

M (A) = liczba zmiennych wykorzystywanych po uruchomieniu programu dla danej A.

Latwiej wyliczy¢ druga z tych funkcji. Oczywiscie, podczas pracy algorytmu korzystamy i definiu-
jemy wartosci zmiennych a, i oraz xg,x1,...,2r; i pamietamy maksymalnie I 4+ 2 liczby. Stad

M(A) =1 +3 = |log, A] +3

dla A > 01 M(0) = 3. Aby wyliczyé¢ T(A) nalezy zauwazy¢, ze zmienna ¢ w programie odgraywa
role licznika petli wiasciwie obu instrukcji dopoki. Petla w pierwszej z tych instrukcji jest wiec
wykonywana I, a cala ta instrukcji wymaga wykonania 4 - I + 1 przypisan i testéw, w tym testu
konczacego. Podobnie, druga instrukcja dopdki wymaga wykonaia 3 - I 4+ 4 instrukcji prostych.
Uwzgledniajac dwa dodatkowe przypisania dostajemy

T(A)=4-T+143-T+44+2=T7-T+7="7-|logy A| + 1.

Teraz mozemy zaja¢ sie ztozonoscia programu. Wymaga to sprecyzowania zaré6wno sposobu
rozumienia zlozonosci czasowej i pamieciowej, jak i rozmiaru danych. Pojecie elementarnej czyn-
nosci, zliczanej podczas ustalania zlozonosci czasowej, rozumianej wyzej jako test lub przypisanie
wykonane podczas realizacji algorytmu, dobrze oddaje intuicje i moze byé¢ uznane za okreslone
w spos6b standardowy. Oceniajac ztozonos¢é czasowa podobne rezultaty otrzymaliby$my rysujac
schemat blokowy i zliczajac wykonywane czynnosci, nieco inne, cho¢ podobne, po sformalizowaniu
algorytmu na maszynie RAM i zliczajac wykonywane rozkazy. Podobne uwagi moznaby odnie$¢ do
ztozonosci pamigciowej. Dalej zajmiemy sie wigc rozmiarem danych.

Sporadycznie, glownie w rozwazaniach bardzo abstrakcyjnych i mato praktycznych, przyjmuje
sie, ze rozmiar liczby naturalnej A jest rowny A. Takie rozumienie rozmiaru ma pewng zalete:
dla danych ustalonego rozmiaru dziatanie algorytmu jest Scisle okreslone. Nie jest jednak zgodne
z pewnymi intuicjami, na przyktad przeswiadczeniem, ze algorytmy o ztozonosci liniowej powinny
by¢ w rzeczywistosci wykonywane w krétkim czasie, bez specjalnego oczekiwania na wynik obliczen.
Dla takiego rozumienia rozmiaru danych bez trudu okreslamy (dla n > 0) ztozono$¢ czasowe t; i
pamigciowa m; naszego algorytmu:

ti(n) =T(n) ="7-|logyn| +7 oraz my(n) = M(n) = |logyn] + 3.

Lepiej przyjac¢, ze rozmiarem liczby naturalnej jest dlugos$é jej zwyktego przedstawienia dwoj-
kowego. W tym przypadku tez tatwo znalez¢ ztozono$¢ czasowa t, i pamieciowa naszego programu.
Mamy bowiem

ta(n) = max{T(A) | A jest rozmiaru n} = max{7- [logy A| + 7 |n = |log, A] +1} =7-n
oraz
mo(n) = max{M(A) | A jest rozmiaru n} = max{|log, A| +3 | n = [log, A| + 1} =n +2.

Tym razem udato sie uzyskaé¢ eleganckie wzory, poniewaz zaréwno rozmiar danych, jak i opis
dziatania algorytmu zalezaly od logarytmu dwojkowego wprowadzonej liczby.



Najbardziej naturalne wydaje sie uznanie za rozmiar liczby naturalnej dtugosci jej przedstawie-
nia dziesietnego. Wtedy dla dodatnich A mamy

rozmar liczby A = | A |10 = |logy A| +1
i musimy znalez¢ zwigzek miedzy logarytmami dziesietnym i dwéjkowym. Zauwazmy, ze
log, 10 - |log;p A] < logy,10-log, A = logy A < log, 10 - ([logyn A] + 1),

a wiec
log, 10 - |log;p A] =1 < [log, A < log,10- (|logyg A| +1).

Nier6owno$é ta wyraza tez zwiazek miedzy dtugodciami przedstawien dziesietnego | Alyo i dwéjkowego
| A |2 liczby A, a mianowicie

logo 10+ | A |19 — logy 10 < | Als < logy 10| A |10 + 1.

Podane oszacowania sa do$¢ doktadne, skrajne ograniczenia r6znia sie o 1+log, 10 ~ 4, 322. Dtugos¢
przedstawienia dwojkowego oscyluje miedzy podanymi ograniczeniami, bywa blisko zaréwno dolne-
go, jaki gérnego. Prosze sprawdzi¢ (wystarczy tylko umie¢ operowaé logarytmami), ze na przyktad,
dla A = 2% mamy

| Ala =94, | A|io =28 oraz log, 10| A |19+ 1 ~ 94,01399,
adla A =103
| Al =103, | A |1 =32 oraz log,10-| A |10 — log, 10 &~ 102, 9798.

Przytoczone wtasnosci przedstawien $wiadcza o tym, ze dla rozwazanego teraz rozmiaru da-
nych trudno wyrazi¢ ztozonosci czasowa t3 i pamigciowa mg tadnymi wzorami, ale z powyzszych
nierownosci mozna wyprowadzi¢ pewne oszacowania, na przyktad

7-logy 10| Ao — 7 logy 10 <
< t3(n) = max{T(A) | | A 1o = n} = max{7- |log, A| + 7 | n = |log;g A] +1} <
< T-logy,10-n + 1.

Tego typu oszacowania sg w ztozonosci obliczeniowej zwykle wystarczajace. Czesto bardzo trud-

no uzyskaé cos wiecej. Wynika z nich w szczegélnosci, ze to(n) = O(t3(n)) oraz t3(n) = O(ta(n)),

a takze, ze obie funkcje sa O-duze od n. Podobne rezultaty mozna otrzymac dla ztozonosci pamie-
ciowej. Mozna tez sprobowa¢ dowiesé¢ réwnosé

ts(n) = ta(|n - logy 10| + 1).

3 Zadanie 7 z listy 2

Tym razem nalezy podaé¢ schemat blokowy i program w kodzie RAM dla zadania opisanego naste-
pujaca specyfikacja:

Wejscie: liczba naturalna n i n elementowy ciag liczb z1, xo, ..., Ty,



Wyjscie: wezytany cigg wypisany w odwrotnej kolejnosci z,,, ..., x9, 1.

Zamiast schematu blokowego podam algorytm rozwiagzujacy ten problem w formie listy kro-
kéw” przypominajacej program w prostym jezyku programowania. Zadanie to mozna rozwigzac¢ w
nastepujacy sposob:

read(n); D)
i« 0; (2)
dopéki i < n wykonuj (3)
read(x;) ; (4)
1« i+l (5)
dopéki i > 0 wykonuj (6)
i« i-1; (7)
write(x;) (8)

Podany program mona przettumaczy¢ na program dla maszyny RAM wzorujac sie moze na
dziataniu kompilatora. Przyjmujemy, ze zmienna n odpowiada komoérce o numerze (adresie) 1,
zmienna i — komorce o numerze 2, zmienna xo — 0 numerze 3, zmienna x; — o numerze 2 itd. Wta-
sciwie bedziemy postugiwaé sie tablica x. Proste kompilatory moga utozsamiaé tablice z adresem jej
pierwszej komorki i wymagaé numerowania jej elementow od 0. Wtedy tatwo znalezé¢ adres i-tego
elementu tablicy: wystarczy adres tablicy powigkszy¢ o indeks elementu.

READ 1 (1) wczytanie warto$ci zmiennej n
LOAD =0 (2) nadanie poczatkowej wartosSci zmiennej i
STORE 2
el:LOAD 1 (3) testujemy, czy i < n obliczajac n-i
SUB 2
JZERO e2 wyjscie z petli, jezelin -1 =0
LOAD 2 (4)
ADD =3
READ "0
LOAD 2 (6) zwigkszamy i o 1
ADD =1
STORE 2
JUMP el powr6ét na poczatek petli
e2:L0OAD 2 (6) druga petla, w akumulatorze indeks pierwszej ’wolnej’ komérki
JZERO e3 testujemy dodatnios¢ i
SUB =1 (7) 1 to indeks ostatniej ’zapisanej’ komérki
STORE 2
ADD =3 (8) obliczamy adres ostatniej ’zapisanej’ komérki
WRITE "0
JZERQO e2 powrét na poczatek drugiej petli

e3:



