Algorytmy ewolucyjne

Piotr Lipinski

Klasyczny problem optymalizacji

o  Niech F: Q — R bedzie funkcja okreslona na zbiorze Q i przyjmujaca warto$ci rzeczywiste.

o  Problem minimalizacji funkcji F na zadanym zbiorze D c Q polega na znalezieniu
minimum funkcji F na zbiorze D (i punktu, w ktérym funkcja to minimum przyjmuje),
tzn. na znalezieniu x, € D takiego, ze dla kazdego x € D\ {x,} zachodzi F(x,) < F(x).

O  Problem maksymalizacji funkcji F na zadanym zbiorze D < Q polega na znalezieniu
maksimum funkcji F na zbiorze D (i punktu, w ktérym funkcja to maksimum przyjmuje),
tzn. na znalezieniu X, € D takiego, Ze dla kazdego x € D\ {X,} zachodzi F(x) < F(x).

o  Kazdy problem minimalizacji moze zosta¢ przeksztalcony do problemu maksymalizacji i
kazdy problem maksymalizacji moze zosta¢ przeksztalcony do problemu minimalizacji.

u] UWAGI:
] Zbiér Q nazywamy przestrzenia poszukiwan.
[ ] Funkcj¢ F nazywamy funkcja celu.
[ ] Zbiér D nazywamy zbiorem rozwiazan dopuszczalnych.

] W praktyce, czgsto rozszerza si¢ problem zastgpujac nieréwnosci ostre nieostrymi i starajac sig
znalez¢ wszystkie punkty x, spelniajace powstaty warunek.

] W praktyce, czgsto nie jest wazne znalezienie doktadnych punktéw miniméw czy maksimow
funkcji celu, a jedynie ich przyblizen lub punktéw, w ktérych funkcja celu przyjmuje wartosci
"dostatecznie niskie" lub "dostatecznie wysokie" z praktycznego punktu widzenia.
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Klasyczny problem optymalizacji

o

Przyktad 1 (funkcje analityczne):

n Znalez¢ minimum funkcji F(x) = 3x2 - 2x + 1.

] Znalez¢ minimum funkcji F(x, y) = x'7y'3 — 2x!!1 + 3y7 + 5.

[ ] Znalez¢ minimum funkcji F(x), okre$lonej jak wyzej, ale rozwigzaniami dopuszczalnymi sg jedynie
liczby catkowite.

Przyktad 2 (problemy kombinatoryczne):
[ ] Problem komiwojazera.

] Problem QAP.

[] Problem Q3AP.

Przyktad 3 (funkcje "obliczeniowe" / Black Box Optimization):

] W praktyce czgsto mamy do czynienia z funkcjami, ktérych doktadne matematyczne definicje i
wzory nie s znane. Funkcje takie sa obliczane w zadany sposéb, na przyktad w procesie symulacji
pewnych zjawisk. Cata nasza wiedza o takiej funkcji to znajomo$¢ procedury obliczania jej
wartosci dla zadanego argumentu.

Przyktad 4:

[ ] Funkcje pochodzace z systeméw uczenia maszynowego: systemow ekspertowych, systeméw
klasyfikujacych, systeméw wspomagania decyzji.

Przyktad 5:

[ ] Funkcje okres$lone na drzewach, grafach czy innych ztozonych obiektach.
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Problem optymalizacji wielokryterialne]

[m]
[m]

Niech Q bedzie przestrzenig poszukiwan.

Rozpatrujemy K funkcji celu: F; : Q >R, F,: Q >R, ..., Fc : Q - R.

[ ] Funkcje te definiuja rézne kryteria oceny elementéw przestrzeni poszukiwan. Zwykle nazywa si¢ je
funkcjami kryteriéw, a nie funkcjami celu. Stad tez pochodzi nazwa problemu — optymalizacja
wielokryterialna.

[ ] Przyjmijmy, Ze problem polega na minimalizacji funkcji kryteriéw. Problem, w ktérym niektére
funkcje kryteriow nalezy maksymalizowa¢ mozna sprowadzi¢ do rownowaznego problemu z
minimalizowaniem wszystkich funkcji kryteriéw.

] Funkcje kryteriow zazwyczaj sa ze soba sprzeczne (maksymalizacja jednej funkcji pocigga za soba
minimalizacj¢ innej).

Element x € Q dominuje element y € Q, jesli Fi(x) < F(y) dla kazdegok =1, 2, ..., K oraz
F(x) <F(y) dlapewnegok=1,2, ..., K.

] Element y € Q jest elementem zdominowanym jesli istnieje element x € Q , ktéry go dominuje.
[ ] Element y € Q jest elementem niezdominowanym jesli nie istnieje element x € Q, ktéry go
dominuje.

Zbiér elementéw niezdominowanych nazywamy frontem Pareto.

Problem optymalizacji wielokryterialnej z przestrzenig poszukiwan Q i funkcjami kryteriéw
F:Q—>R,F,:Q >R, ..., F:Q— R polega na wyznaczeniu frontu Pareto.

Analogicznie okre$la si¢ problem optymalizacji wielokryterialnej z ograniczeniami.
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Problem optymalizacji wielokryterialnej
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Problem optymalizacji wielokryterialne;

O Popularne algorytmy ewolucyjne do optymalizacji wielokryterialne;j:
Multi-Objective Genetic Algorithm, MOGA (Fonseca, Fleming, 1993)
Non-Dominated Sorting Genetic Algorithm, NSGA (Srinivas, Deb, 1995)
Niched-Pareto Genetic Algorithm, NPGA (Horn, Nafpliotis, Goldberg, 1994)
Non-Dominated Sorting Genetic Algorithm II, NSGA-II (Deb, et al.., 2000)
SPEA, SPEA2

MOEA/D
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——————————
NSGA-II

O  Oryginalny algorytm NSGA-II opiera si¢ na SGA, w ktérym zmieniono operator
wyboru nowej populacji. f

Iy

e Parent

° Child
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NSGA-II — Fast Nondominated Sorting

O Jak wyznacza¢ kolejne fronty Pareto?
= Niech M oznacza liczbg kryteriéw, a N oznacza liczbg¢ osobnikow.

O Naiwnie - O(MN?):
= potrzeba O(MN) poréwnan do okre$lenia czy dany osobnik jest zdominowany czy
niezdominowany
potrzeba O(MN?) poréwnan do wyznaczenie frontu Pareto (PF0)

potrzeba O(MN?) poréwnati do wyznaczenie wszystkich kolejnych frontéw Pareto
(PFO, PF1, ...)

o przypadek pesymistyczny: moze by¢ N jednoelementowych frontéw Pareto

f2
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NSGA-II — Fast Nondominated Sorting

O Jak wyznacza¢ kolejne fronty Pareto?

= Niech M oznacza liczbg kryteriéw, a N oznacza liczbg¢ osobnikow.

O Sprytnie - O(MN?):

= Dla kazdego osobnika x, wyznaczamy domination count Nx (liczbg osobnikéw, ktére
dominuja x) oraz zbiér Sx (zbiér osobnikéw, ktére dominuje osobnik x). Wymaga to
O(MN?) poréwnan.

= Osobniki z PFO bgda miaty Nx = 0.

= Dla kazdego osobnika x, ktéry ma Nx = 0 odwiedzamy kazdego osobnika y z Sx i
obnizamy jego Ny o 1. Jesli po obniZeniu Ny wyniesie 0, to umieszczamy osobnika na
pomocniczej liscie Q. Osobniki, ktére znajda si¢ na liscie Q tworza PF1.

= Powtarzamy poprzedni punkt dla osobnikéw z listy Q, dopdki jest ona niepusta
(czyszczac liste Q i tworzac ja od nowa). Osobniki, ktére w kolejnych iteracjach znajda
si¢ na liScie Q beda tworzy¢ PF2, PF3, ...
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NSGA-II — Fast Nondominated Sorting

O Jak wyznacza¢ kolejne fronty Pareto?
= Niech M oznacza liczbg kryteriéw, a N oznacza liczbg osobnikéw.

O Sprytnie - O(MN?):

= Dla kazdego osobnika y z PF1, PF2 i kolejnych, poczatkowa Ny moze wynosi¢
najwyzej N-1 (bo N to liczba wszystkich osobnikéw, a co najmniej jeden z nich musi
by¢ w PFO0).

= Zatem kazdy osobnik moze by¢ odwiedzony co najwyzej N-1 razy zanim jego Ny
spadnie do zera.
Zatem wyznaczenie PF1, PF2, i dalszych ma ztozono$¢ O(N?).
Laczna zlozono$¢ wiec to O(MN? + N?2) = O(MN?).
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NSGA-II — Crowding Distance
O Jak wymusi¢ rdwnomierne rozproszenie frontu Pareto?

f

Y
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NSGA-II — Crowding Distance

O W NSGA-II wprowadzono miar¢ oceny osobnikéw zwang Crowding Distance:
zal6zmy, ze rozpatrujemy problem optymalizacji dwukryterialnej
dla osobnika x znajdujemy w aktualnej populacji jego "dwdch najblizszych sasiad6w"
y iz (w przestrzeni kryteriéw, nie w przestrzeni poszukiwan!):
o pierwszy sasiad y ma by¢ lepszy od x wzglgdem pierwszego kryterium
u] drugi sasiad z ma by¢ lepszy od x wzgledem drugiego kryterium
punkty y i z rozpinaja prostokat, dlugosci bokéw tego prostokata oznaczmy przez a i b
Crowding Distance osobnika x, to CR(x) = a + b.
jesli jeden z sasiadow nie istnieje, to przyjmujemy, ze odpowiedni bok prostokata ma
dtugos¢ nieskonczona, czyli CR(x) = co.

O  Policzenie Crowding Distance dla catej populacji ma ztozono$¢ O(MNlogN)

= Rozpatrujemy kolejne kryteria, dla kazdego kryterium sortufemy populacje i

wyliczamy réznic¢ migdzy kolejnymi warto$ciami kryterium.| .

f

b ' 5

i f,
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NSGA-II — Ranking osobnikéw

O  Fast Nondominated Sorting i Crowding Distance sa uzywane do poréwnywania
osobnikéw i tworzenia ich rarikjngu.
2 4

Y
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NSGA-II — Ranking osobnikéw

O Ranking tworzony jest wedtug dwéch kryteriow:
= ranga osobnika (czyli numer frontu Pareto do ktérego nalezy, im nizszy tym lepiej)
= Crowding Distance osobnika (im wyzszy tym lepiej)

O Doklfadniej: Definujemy relacje < na zbiorze osobnikéw. Niech x iy beda
dwoma osobnikami, woéwczas:
= Jesli rang(x) < rang(y), to x <y
= Jesli rang(x) > rang(y), toy < x
= Jesli rang(x) = rang(y), to
o Jesli CR(x) > CR(y), tox <y
o Jesli CR(x) < CR(y), toy <x f,

o Jesli CR(x) = CR(y), to dowolnie 'y e
I ° .
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——————————
NSGA-II

O  Oryginalny algorytm NSGA-II opiera si¢ na SGA, w ktérym zmieniono operator
wyboru nowej populacji.
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Hypervolume

O Jak ocenia¢ dziatanie algorytmu optymalizacji wielokryterialne;j?

O Celem algorytmu jest wyznaczenie frontu Pareto, a doktadniej:
= umieszczenie osobnikéw na doktadnym froncie Pareto,
= umieszczenie ich w taki sposéb, zeby byty "réwnomiernie rozproszone".

O Popularna uzywana miara jakosci to hypervolume (HV)

A

O Jesli znany jest doktadny front Pareto FP*, to mozna policzy¢ relative
hypervolume (HVR) jako HVR(FP) = HVR(FP) / HVR(FP*).
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MOO dla probleméw optymalizacji z ograniczeniami

O Infeasibility Driven Evolutionary Algorithm (IDEA) to przyktad
algorytmu opartego na NSGA-II do rozwigzywania probleméw
optymalizacji z ograniczeniami.

= Pierwsze kryterium F, = F: Q — R definiowane jest przez oryginalng
funkcje celu.

= Drugie kryterium F, : Q — R definiowane jest przez "stopien
ztamania ograniczen".
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